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1. Einleitung

Bevor im Jahre 2005 der DDQMC!-Algorithmus von Rubtsov et al. vorgeschlagen wurde [1], galt
der Hirsch-Fye-Algorithmus fiir Storstellenprobleme als die Methode der Wahl. Allerdings besitzt
der Hirsch-Fye-Algorithmus [2] durch die Diskretisierung der Imaginérzeit T einen systematischen
Fehler, der sich vor allem bei sehr tiefen Temperaturen negativ auswirkt. Der DDQMC-Algorithmus
verzichtet im Rahmen der Maschinengenauigkeit auf eine Diskretisierung der Imaginérzeit, weshalb
er auch unter dem Namen CTQMC?2-Algorithmus bekannt ist.

Ein weiterer grofier Vorteil der DDQMC-Methode ist die Moglichkeit, Observable direkt in Mat-
subarafrequenzen w,, zu messen [1]. Dies wurde in der vorliegendern Arbeit jedoch nicht verwendet.

Tatséchlich existieren im Wesentlichen zwei mogliche Formulierungen der DDQMC-Methode, zum
einen die Entwicklung um den Grenzfall schwacher Wechselwirkung [1, 3], zum anderen die Entwick-
lung in der Hybridisierung [4, 5]. In der vorliegenden Arbeit werden wir uns jedoch ausschlieflich
mit der DDQMC-Methode fiir Systeme mit schwacher Wechselwirkung beschéftigen.

Die Formulierung der DDQMC-Methode ist besonders einfach und elegant, da sie direkt aus der
diagrammatischen Storungstheorie, wie sie etwa in [6] prasentiert wird, folgt. Ohne weitere Naherung
wird mit Hilfe des Metropolis-Algorithmus die Stérungsreihe stochastisch aufsummiert. Dabei wird
in einer bestimmten Stérungsordnung n ein Satz von Vertizes generiert fiir den alle zugehorigen
Feynman-Diagramme mit Hilfe des Wickschen Theorems als eine Determinante geschrieben werden
kénnen und somit aufsummiert werden.

Das genaue Verstdndnis und die Entwicklung eines effizienten C++-Programms zur Simulation
eines Storstellenmodells war das Ziel dieser Diplomarbeit. Durch die Beschéftigung mit den schnellen
Updates und Messungen konnte eine Formulierung der Messung von Suszeptibilitdten gefunden
werden, die es erlaubt den systematischen Fehler, der bei der Approximation des 7-Integrals gemacht
wird zu eliminieren ohne den Rechenaufwand zu steigern (vgl. Abschnitt 4.3.3). Auflerdem konnte
ein Beweis fir das in [3] vermutete Wicksche Theorem in einer Konfiguration C,, von Vertizes
gefunden werden, dieser findet sich in Anhang B.

Von besonderem Interesse war der Einsatz des DDQMC-Algorithmus fiir ein physikalisches Pro-
blem mit einem komplexen supraleitenden Ordnungsparameter A = |A|e!®. Wir haben dazu ein
Modell studiert, welches aus einem Quantenpunkt in supraleitender Umgebung mit unterschiedli-
chen Phasen ¢ im linken und rechten Supraleiter besteht. Dieses Problem wird durch das BCS-
Anderson-Modell aus Kapitel 5 beschrieben. Vor Allem die Frage, wie sich das mittlere Vorzeichen
der statistischen Gewichte, sowie die mittlere Stérungsordnung (und damit verbunden die Grofe
der Matrizen in der Simulation) bei endlichen Phasendifferenzen zwischen den beiden Supraleitern
verhalten sollten untersucht werden.

Aus der analytischen Behandlung des Kondo-Problems ist bekannt, dass die Stérungstheorie bei
der Kondoskala zusammenbricht [7]. Der Kondo-Effekt kann also eigentlich nicht mit Hilfe der
Storungstheorie untersucht werden und es wurden leistungsfahige Methoden wie die numerische
Renormierungsgruppe entwickelt um das Problem zu 16sen. Nichtsdestotrotz haben wir versucht,
bei tiefen Temperaturen den Kondoeffekt auf dem Quantenpunkt mit Hilfe der DDQMC-Methode
zu beobachten, die im Grunde eine numerische storungstheoretische Methode ist.

IDiagrammatic Determinantal Quantum Monte Carlo
2Continuous Time Quantum Monte Carlo



1. Einleitung

Beim Studium des BCS-Anderson-Modells konnte der Josephson-Strom durch den Quantenpunkt
im thermodynamischen Gleichgewicht berechnet werden, wobei besonders der Ubergang vom 0-
Junction-Regime zum 7-Junction-Regime untersucht wurde. Dabei konnten die spektralen Eigen-
schaften des Quantenpunkts zusammen mit dem Josephson-Strom gemessen werden, was einen
tieferen Einblick in den Mechanismus der Phasenverschiebung des Josephson-Stromes um 7 erlaubt.

Vor Allem bei tiefen Temperaturen sind die Simulationen sehr rechenzeitaufwendig. Daher wur-
den die Simulationen zur Messung der T-aufgelosten Korrelationsfunktionen wie der Green-Funktion
G(7) oder der Ladungs- und Spinkorrelationsfunktionen C.(7) und Cs(7) auf dem Hochleistungsrech-
ner Bayern 2 (HLRB2) im Leibniz-Rechenzentrum in Miinchen durchgefiihrt. Die Messungen des
Josephson-Stromes konnten vom CIP-Pool des Physikalischen Instituts der Univeritat Wiirzburg
sowie von den lokalen Workstations des Lehrstuhls fiir theoretische Physik 1 bewéltigt werden.



2. Grundlagen

2.1. Kubo-Formel bei endlichen Temperaturen

Wir wollen nun ein quantenmechanisches System betrachten, dessen Hamiltonoperator H = Hy +
V' (t) durch einen zeitunabhéngigen Anteil Hy und eine kleine Storung V' (¢) gegeben ist. Fiir diese Art
von Problemen ist das Diracbild der Quantenmechanik am besten geeignet. Die Zustandsvektoren
im Diracbild gehen aus denen im Schrédingerbild durch folgende Transformation hervor:

[9(t))p = e[ (t))s. (2.1)

Da die Transformation vom Schrédingerbild ins Diracbild eine kanonische Transformation ist,
bleiben die quantenmechanischen und thermodynamischen Erwartungswerte beliebiger Operatoren
beim Wechseln der Bilder invariant. Daraus ergibt sich die Transformationsvorschrift fiir Operato-
ren:

(1) s As [$(1) )s = ((t) | ™0t Ase™ 0! [4(2) ), = (0(1) [ Ap(8) [$(1))p,  (22)
mit  Ap(t) = e'of Age™Hot, (2.3)

Fiir die Zeitentwicklung der Zustande folgt aus der Schrodingergleichung zusammen mit der Trans-
formation (2.1) folgende Beziehung:

0| Y(t))g = H (b)) = 0 [¢(t))p = Vb(t) [¢(1))p - (2.4)

Der thermodynamische Erwartungswert eines Operators ldsst sich mit Hilfe des Dichteoperators
ps = %e_ﬂH im Schrédingerbild formulieren:

(As) = TrpsAs. (2.5)

Wechseln wir nun ins Diracbild, so kénnen wir den Dichteoperator im Diracbild pp(¢) ablesen:

(Ap(t)) < (Ag) = Tr pgeHol Ap (t)e'fot = Ty etHol pge =0t AL (t) = Tr pp (t) Ap (t). (2.6)

iHot —iHot

Es gilt also pp(t) = e otpge
Die zeitliche Entwicklung des Dichteoperators ist im Schrédingerbild durch die von-Neumann-

Gleichung bestimmt (siehe dazu auch [8]):
Oeps(t) =ilps(t), H] (2.7)
Daraus lasst sich schnell die Zeitentwicklung des Dichteoperators im Diracbild ableiten:
Do (t) = By (0" pse™ %) = i [Ho, pp(8)] +i [op (), H = i [op (1), VB (£).  (2.8)

Bevor wir nun mit der Ableitung der Kubo-Formel beginnen, ist es erforderlich, sich Gedanken
iiber die Storung des Hamiltonians V' (¢) zu machen. Wir wollen annehmen, dass die Stérung zur
Zeit tg = —oo adiabatisch eingeschaltet wird, das heifit, das System befinde sich zu jedem Zeitpunkt
im thermischen Gleichgewicht. Betrachten wir nur sehr kleine Zeiten ¢ > 0, so kann eine adiabatisch



2. Grundlagen

eingeschaltete Storung durch ein Potential der Form V(¢) = Ve’ mit einer infinitesimal kleinen
Grole n — 0 beschrieben werden [9]. Zur niherungsweisen Losung der Bewegungsgleichgung (2.8)
integrieren wir zunéchst iiber ¢:

t

po(t) — polto) = i / A [op (t'), Vp(t')] (2.9)

to

Durch Iteration kann diese Gleichung gelst werden. Die dabei entstehende Reihendarstellung bre-
chen wir jedoch schon nach dem linearen Glied in V'(¢) ab, da wir nur die lineare Antwort auf eine
sehr kleine Storung betrachten wollen:

pp(t) = pp(to) +z‘/dt’[pD(t0),VD(t’)] +0(V?) (2.10)

to

Mit diesem Ergebnis ldsst sich nun der thermodynamische Erwartungswert einer Observablen A im
gestorten System angeben:

t

{(Ap(t)) = Tr (pp(to) An(t)) +i/dt’ Tr ([pp(to), V()] Ap (1)) - (2.11)

to

Wir definieren den thermodynamischen Erwartungswert mit der Dichtematrix zur Zeit ¢g, also den
Erwartungswert des ungestorten Systems als (Op(t)), = Tr (pp(to)Op(t)). Zusétzliche Ausnutzung
der Zyklizitat der Spur ergibt:

t

(Ap(t) = (Ap()o+i [ At (Vo (¥). Ap(E)]), (212

to

Damit ergibt sich fiir die Anderung § (A(t)) = (A(t)) — (A(t)) des Mittelwertes der Observablen
A durch die Stoérung V' die Kubo-Formel:

5(A(t)) =i / at’' ([V(#), A(D)]), (2.13)

to

2.2. Zeitgeordnete Exponentialfunktion

Wir fiihren nun analog zu [6] die zeitgeordnete Exponentialfunktion fiir imaginire Zeiten 7 ein.
Dazu definieren wir zunéchst den Zeitordnungsoperator 7":

T [Al(Tl)AQ(TQ) - An(Tn)] = CWAW(U(Tﬁ(l))Aﬂ(Q)(Tﬂ.(g)) - Aﬂ(n)(Tﬂ.(n)), (214)

wobei 7 gerade jene Permutation bezeichne, welche die Operatoren A;(7;) in die chronologische
Reihenfolge
Tr(1) > Tr(2) >z Tr(n)

bringt. Sind dabei zwei Zeiten 7; und 7; gleich, so sollen Erzeugungsoperatoren links von Vernich-
tungsoperatoren stehen. Fiir bosonische Operatoren sei ( = 1, wahrend fiir fermionische Operatoren



2.2. Zeitgeordnete Exponentialfunktion

¢ = —1 gilt. Damit ist fiir Fermionen der Faktor (™ in Gleichung (2.14) gleich dem Vorzeichen der
Permutation .

Nun koénnen wir die zeitgeordnete Exponentialfunktion definieren. Dabei wollen wir hier ohne
Einschrankung den Spezialfall mit 7y = 0 und 73y = 8 verwenden. Da wir die zeitgeordnete Expo-
nentialfunktion spéter nur fiir bosonische Operatoren bendtigen, beschranken wir im folgenden die
Darstellung auf bosonische Operatoren A(r;).

8
Tefofd'rA(T) — lim e—eA([B)e—eA(TM,l) o e—eA(Tl) (215)
M —o00 ’

mit € = % und 7, = ne. Im folgenden werden wir eine weitaus zweckméfligere Darstellung der

zeitgeordneten Exponentialfunktion verwenden, némlich (siehe auch [6]):

B8 00 . B
Te o _ Z (=1 /dT1 o dr, T A(T) . A(T)] (2.16)
0

Um zu zeigen, dass die Darstellungen der zeitgeordneten Exponentialfunktion (2.15) und (2.16)
dquivalent sind, betrachten wir zunichst eine Approximation von Gleichung (2.16) mit einer Dis-
kretisierung der 7-Integrale. Dazu unterteilen wir das Intervall [0, 8] in M Teile, wie bereits in
Gleichung (2.15). Im Limes M — oo wird die Approximation exakt und es gilt:

o0 . B . . .
Z(_nl;) /dT1...dTnT[A(ﬁ)...A(Tn)]ZMliLnooZ(nl') T(Zd@)) . (2.17)
n=0 : 0 =0 ! Pt

Gemif Gleichung (2.14) ordnet der Zeitordnungsoperator bosonische Operatoren beliebiger Rei-
henfolge ohne Vorzeichenwechsel in ihre chronologische Reihenfolge. Daher ist es erlaubt, die Opera-
toren A(7;) vor Anwendung der Zeitordnung beliebig zu vertauschen. Insbesondere kénnen die A(7;)
als kommutierende Operatoren behandelt werden, solange am Ende der Zeitordnungsoperator ange-
wandt wird. Damit kann der Polynomialsatz, welcher aus der Analysis bekannt ist, folgendermaflen
erweitert werden:

M n
T(ZA(’R)) = Z #T[A(TM)]GM...A(TQM]. (2.18)

ki+-+km=n
Gleichung (2.17) wird damit zu:
B

Z (—nl!)” /dT1 e dr, TA(T) ..  A(m)] =
n=0 0 (2.19)
- J\/}linoo Z Z k1§._.1.)kM! T [Alm) - Alm)* ]

n=0 ki+---+kn=n

Jetzt bringen wir Gleichung (2.15) auf dieselbe Form. Dazu ersetzen wir die Exponentialfunktio-
nen durch ihre Taylorreihen und fligen einen Zeitordnungsoperator ein.

B
— [dTA(T) . e (_1)k1+"'+kM €k1+"'+k1\/1 A .
e :”}linmk zk: 0 kil . ksl TlAmo™ . Am)"]. o (2.20)
150k =

Vergleicht man fiir ein festes M die Terme der Ordnung €” in den Gleichungen (2.19) und (2.20),
so sieht man schlieflich, dass die Ausdriicke (2.15) und (2.16) identisch sind.
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3. Die Monte Carlo Methode

“If God has made the world a perfect mechanism, He
has at least conceded so much to our imperfect
intellects that in order to predict little parts of it, we
need not solve innumerable differential equations, but
can use dice with fair success.”

(Max Born)
An dieser Stelle soll lediglich ein sehr kurzer Abriss der Monte Carlo Methode gegeben werden.
Genaueres kann der gingigen Literatur wie etwa [10] sowie [11] entnommen werden. Die folgende
Beschreibung der Monte Carlo Methode orientiert sich an [10].
In der klassischen statistischen Mechanik sind die thermodynamischen Erwartungswerte beliebi-
ger Observabler O gegeben durch:

(0) =3 W(s)0(s). (3.1)

Das statistische Gewicht W (s) erhdlt man aus

o BH(s)

W) = s

(3.2)

Dabei wird iiber alle mikroskopischen Zustdnde des betrachteten Systems summiert. Wir wollen
uns hier mit der numerischen Berechnung thermodynamischer Mittelwerte mit Hilfe der Monte
Carlo Methode beschéftigen. Die grundlegende Idee ist dabei, eine Sequenz von mikroskopischen
Zusténden s des Systems so zu erzeugen, dass der Zustand s mit der Wahrscheinlichkeit W (s) auf-
tritt. Das heifit, Zustdnde mit einem grofien Gewicht W (s) sind wichtiger und werden mit grofierer
Wahrscheinlichkeit erzeugt, als Zustinde mit kleinen Gewichten.

Die einfachste Methode, dies zu realisieren ist die Erzeugung einer Markov-Kette von Zustdnden.
Eine Markov-Kette generiert man, indem man einen Startzustand s wéhlt und von diesem mit
einer gewissen Wahrscheinlichkeit ]55%5/ zum néchsten Zustand s’ kommt. Nun wird s’ als neuer
Startzustand betrachtet und man generiert mit der Wahrscheinlichkeit P, _ o den Zustand s”.

Dabei miissen einige wichtige Bedingungen erfiillt sein. Zunéichst muss P,_, als Wahrscheinlich-
keit interpretiert werden kénnen, es muss also gelten:

Py >0 Vs, s (3.3)
ZPHQ, =1 Vs (3.4)

Wir werden sehen, dass in Quanten Monte Carlo Simulationen die Bedinung (3.3) fiir fermionische
Systeme nicht immer erfiillt ist und ein zuséitzliches Vorzeichen eingefithrt werden muss. Das ist
das sogenannte Vorzeichenproblem, welches in Abschnitt 4.2.2 néher behandelt wird. Eine weitere
wichtige Bedingung an den stochastischen Prozess, welcher die Markov-Kette der Zustdnde gene-
riert, ist die Stationaritidt der gewiinschten Gesamtverteilung W (s) der Zustéande. Die Zusténde

11



3. Die Monte Carlo Methode

innerhalb der Markov-Kette sollen ja gemafl W (s) verteilt sein. Ist diese Verteilung erreicht, so soll
die Erzeugung aller weiteren Zustinde die Verteilung W (s) erhalten:

> W(s)Pw =W(s') Vs (3.5)

Es ist jedoch einfacher, eine andere Bedingung an den stochastischen Prozess zu stellen, ndmlich
die detaillierte Balance

W (s)Pso = W(s') Py, (3.6)

Damit ist (3.5) automatisch erfiillt, was die Summation von Gleichung (3.6) iiber s zeigt.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit P, wollen wir nun noch in zwei Anteile zerlegen. Der Zu-
stand s’ soll namlich selbst erst zuféllig mit der Vorschlagswahrscheinlichkeit T, o erzeugt werden.
Anschliefend wird er mit der Akzeptanzwahrscheinlichkeit P,_. angenommen. Damit gilt

P g =T, Py . (3.7)
Die detaillierte Balance muss damit erweitert werden:
W(S)Ts_,s/Ps_,s/ = W(S/)Ts/_,sPs/_,s. (38)

Die Vorschlagswahrscheinlichkeiten Ts_, s konnen leicht aus dem Mechanismus, welcher neue Zu-
stande s generiert berechnet werden. Aus (3.8) sieht man, dass folgende Wahl der Akzeptanzraten
P,_, 4 die detaillierte Balance erfiillt:

(3.9)

Ty sW(s'
P,_.y = min (1’ 5I/V(S)> .

Ts*)S/W(S)

Diese Gleichung definiert den sogenannten Metropolis-Algorithmus zur Erzeugung von Markov
Ketten mit der beliebigen Verteilungsfunktion W (s).

Zusammenfassend kann also der Mittelwert einer thermodynamischen Oberservablen (O) aus
Gleichung (3.1) mit Hilfe einer Monte Carlo Simulation folgendermafien berechnet werden: Wir
erzeugen mit dem Metropolis-Algorithmus eine Markov Kette {s;},i € {1,..., N} der Linge N
mit den statistischen Gewichten W(s;) der einzelnen Zusténde s;. Dabei ist zu beachten, dass
die Verteilung der s; zu Beginn der Simulation noch nicht in die Gleichgewichtsverteilung W (s;)
relaxiert ist. Erst nach einer gewissen “Aufwérmzeit” sind die erzeugten Zustdnde wirklich geméaf
W (s;) verteilt und Observable kénnen gemessen werden.

Nun kénnen die einzelnen Beitriage der Observablen O(s;) fiir die Zusténde s; aufsummiert wer-
den. Der Monte Carlo-Schétzwert fiir (O) ergibt sich dann als:

N0 S;

(0o = 200, (3.10)
Natiirlich ist dieser Schitzwert fehlerbehaftet und konvergiert erst fiir grofle Werte von N gegen
den tatsédchlichen Wert von (O). Nach dem zentralen Grenzwertsatz kann der Fehler e des Schétz-
wertes durch die Standardabweichung oo der O(s;) angegeben werden als e = 0o/ V'N. Der zentrale
Grenzwertsatz ist jedoch nur dann anwendbar, wenn die O(s;) statistisch unabhéngige Zufallsgro-
Ben sind. Verwenden wir jedoch lokale Updates, das heifit, erzeugen wir den Zustand s;41 aus dem

Zustand s; durch eine kleine Modifikation, so sind die O(s;) untereinander korreliert.
In diesem Fall kann ein anderer Schétzer fir denn Standardfehler des Monte Carlo Mittelwer-
tes (O)yc verwendet werden: Die Jackknife-Methode [10]. Dazu unterteilt man die Sequenz von

12



Messwerten O(s;) in Np Blocke der Lénge k mit Ngk = N. Fiir jeden dieser Blécke bilden wir das
Blockmittel Of:

k
> O(sg—yeti), J€{1,...,Np}. (3.11)
=0

B

T =

Aus diesen Blockmitteln berechnen wir nun die Np Jackknife-Blocke O}-] gemaf:

N {(O)ye — kOB
0] = <J>\§“Sk I je{1,...,Ng} (3.12)

Der Jackknife-Schitzwert fiir den Standardfehler e des Monte Carlo-Mittelwertes (O ), kann somit
folgendermafien berechnet werden (siche [10]):

N, 1 Mo, 1 Ny ’

2 B — J J

€= N E (Oj N E Ol> . (3.13)
B i3 B

Dieser Schétzer hat den groflen Vorteil, dass er auch auf Groflen angewandt werden kann, die
durch nichtlineare Funktionen aus den in der Simulation gemessenen Observablen hervorgehen.

Um einen verldssliche Abschétzung fiir den Fehler des Monte Carlo Mittelwertes zu erhalten ist
es schliefllich noch notig, die Blockgrofie k& in Gleichung (3.12) zu variieren. Wir stellen fest, dass
der erhaltene Fehler bei sehr kleine Blockgroflen k& mit wachsendem k zunéchst ansteigt bis er einen
Sattigungswert erreicht. Dieser Sattigungswert ist der korrekte Fehler des Monte Carlo Mittelwertes.

Die entsprechende Blockgrofie liegt in der Groflenordnung der Autokorrelationszeit 7 der Ob-
servablen O(s;). Das heifit O(s;) und O(s;4+,) sind praktisch unkorreliert. Daher entspricht die
Blockbildung mit einer Blockgréfle die grofler als die Autokorrelationszeit ist der Erzeugung eines
unkorrelierten Datensatzes.

13
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4. DDQMC

4.1. DDQMC-Algorithmus

Wir wollen nun den DDQMC-Algorithmus fiir ein allgemeines Storstellenproblem formulieren. Die
Darstellung richtet sich dabei weitestgehend nach [3]. Zunéchst sei der Hamiltonian des Systems
gegeben durch:

1
- >y L%HZU (nm )(m 2)=H0+HU. (4.1)

i,5,0,0"

Mit folgender Konvention fiir die fermionischen Erzeugungsoperatoren c;r

nerten Gitterplatz i:

4o dl, falls i € {1,..., Nimp},
e %‘T—Nimp,a falls i € {Nimp +1,..., Nimp + Npad}-

, auf einem verallgemei-
.

(4.2)

Dabei erzeuge dJr ein Teilchen auf der Storstelle mit Index ¢ und Spin o, wihrend 'y i o €in Erzeuger
fir ein Teilchen mlt Spin o auf dem Gitterpunkt 7 des Bades ist. Es gibt Nipyp Storstellen und NBad
Gitterplatze im Elektronenbad. Die Operatoren n; , = ci,oc“, bezeichnen nach (4.2) Teilchenzahl-
operatoren fiir Teilchen mit Spin ¢ und Gitterplatz i auf dem Storstellencluster bzw. Bad. Man
beachte, dass es sich bei (4. 1) um einen groflkanonischen Hamiltonian handelt. Dabei wurde der
Term — ), HC »Cio in die t77 absorbiert.

Der Hamiltoman wird in zwel Anteile zerlegt, einen wechselwirkenden Teil Hy; und einen nicht-
wechselwirkenden Teil Hy. Wir wollen hier nur die Hubbard-Wechselwirkung betrachten. Dann hat
der wechselwirkende Hamiltonian folgende Form:

1 1
HU—ZU ( 1TCZT_> (Cz,lci,i_2)' (43)

Bevor wir uns nun der groflkanonischen Zustandssumme des Systems zuwenden, wollen wir den
wechselwirkenden Hamiltonian Hy noch etwas umschreiben. Wir fiihren einen Ising-Spin s; ein,
iiber den summiert wird. Nun definieren wir

HU—Z Z (nm —sj(5> (ﬁm +s]> Z Z (””_O‘T> (ﬁi7l—ai>.

i sj==%1 i sj==%1
(4.4)

Dabei haben wir oﬂ =3 +03J6 eingefiihrt. Mit 2; » = cj - Ci,o kann die Summe in (4.4) leicht ausge-
wertet werden und man iiberzeugt sich schnell, dass Hy aus Gleichung (4.4) bis auf einen konstanten
Summanden §% mit (4.3) iibereinstimmt. Da sich eine additive Konstante im Hamiltonian als ein
konstanter Faktor in der Zustandssumme &ussert, welcher bei der Auswertung von thermodynami-
schen Mittelwerten in Zdhler und Nenner gleichermaflen auftritt und damit herausfallt, wollen wir
diese Konstante vernachlassigen.
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Was aber haben wir nun durch die Darstellung (4.4) gewonnen? Formal bleibt der wechselwirkende
Hamiltonian Hy ja identisch. Allerdings stellt sich heraus, dass die Wahl von §, sowie die Wahl
von o in vielen Fillen das Vorzeichenproblem minimieren kann. In [3] wurden fiir das Hubbard-
Modell die o) wie oben eingefiihrt und § = % + 07 verwendet. In der vorliegenden Arbeit hat sich
herausgestellt, dass fiir das behandelte Problem (siche Kapitel 5) die Wahl

1
2

o = o + 50 (4.5)
mit § = 0.6 das in Abschnitt 4.2.2 beschriebene Vorzeichenproblem bei Teilchen-Loch-Symmetrie
sogar komplett eliminiert. Eine allgemein giiltige Wahl fiir o kann jedoch nicht angegeben werden.

Jetzt konnen wir die grokanonische Zustandssumme Z des Systems folgendermaflen schreiben:

B8 B
— [drHo(m)+Hy (1) — [drHy (1)
7= e 4TI e Yo » (4.6)

mit dem thermodynamischen Mittelwert (A(7)), = Z%) Tr [T exp (— foﬁ dTHO(T))A(T)] und der

Zustandssumme des freien Systems Zp = Tr [T exp (7 ff dTHO(T))] Da sich der Zeitordnungs-

operator sowohl auf den Exponentialoperator, als auch auf A(7) bezieht, haben wir in (4.6) den
thermodynamischen Mittelwert einer zeitgeordneten Exponentialfunktion. Diese kann mittels Glei-
chung (2.16) expandiert werden:

oo n ﬁ
Z_ Q—% (_nl!) /dﬁ e dr, T [Hy (1) - Hy(12)])g - (4.7)

Wir konnen die Zeitordnung explizit in den Integrationsgrenzen beriicksichtigen:

B B Tn—1
/dn...dTnT[HU(Tl)...HU(Tn)} :n!/... / dry ...dr Hy(m)Hy (1) ... Hy(m).  (4.8)
0 0 0

Damit erhalten wir die Storungsentwicklung der groflkanonischen Zustandssumme, wobei wir zur
Verdeutlichung einen redundanten Zeitordnungsoperator hinzufiigen, den wir auch weiter unten
beibehalten wollen:

B Tn—1
A "
?0:;(—1) 0/ 0/ dry...dr (THy (1) ... Hu(ma))g - (4.9)

Setzen wir Hy (7) aus Gleichung (4.4) ein, so ergibt sich fiur die Zustandssumme:

B Tn—1
Z > Ui, ...U;, . . n
70 = Z(—l)" /dT1 .. /dTn Z .. Z IT (T (nil,T(ﬁ) - Ol%) (nin,l(Tn) - 0‘1)>0~
n=0 0 0 91,81  n,Sn

(4.10)
Wir stellen fest, dass der Term (T'(72;, 1(71) — a%) +++ (M1 () — @) ), nichts anderes als eine n-
Teilchen-Green-Funktion des freien Systems darstellt, fir die nach [6] das Wicksche Theorem giiltig
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ist. Der Ausdruck (T'(7;,,1(11) —7) ... (71, (2) — @) ) kann also als Determinante einer Matrix

von Einteilchen-Green-Funktionen G?;’ o’ (11, 72) = <TCI70—(7—1)C]',0'/(72) ) geschrieben werden:

(T(Riy 1 (1) — 7). (R, (Ta) — @) )g = det A, mit (4.11)
0, 0,1, 0,
Gy (m.m) —af Ocl:ifﬁj (r,m) Gi G
, W 1 ,
Ac, = Gyl (11,71) G (71771) ap . G (.Tn,’]'l) ccmEn (419)
. . L :
GRTE (r1,ma) Gl () o G (Tay) —af

Der Index C,, bezeichnet eine Konfiguration von imaginéren Zeiten 7;, verallgemeinerten Gitter-
platzen ¢; und Ising-Spins s;. Diese seien jeweils zu Vertizes [7;,1;,s;] zusammengefasst, so dass
eine gewisse Konfiguration von Vertizes gegeben ist durch C,, = {[r1,%1,51], -+, [Tnsin, Sn]}. Die
Vertizes [7,1;, s;] einer Konfiguration sind stets ungeordnet, es werden also Konfigurationen, wel-
che durch schlichtes Vertauschen zweier Vertizes auseinander hervorgehen als identisch betrachtet.
Das liegt daran, dass ein Vertauschen zweier Vertizes gleichbedeutend mit dem Vertauschen zweier
Zeilen und zweier Spalten in der Matrix A¢, ist, was den Wert der Determinante det A, nicht
andert.

Somit konnen die Summen und Integrale in der Zustandssumme (4.10) als Summation iiber alle
moglichen Konfigurationen von Vertizes betrachtet werden:

;zé/jdﬁz.../o”ldmz. (1.13)

n = 11,81 in,Sn

Dies erméglicht eine sehr kompakte Schreibweise der Zustandssumme (4.10):

Z 1 n
— = —= i - U Ac . 4.14
ZO CZ ( 2) (U'L Uln) det Cn ( )

Auf dieser Basis kann nun der DDQMC-Algorithmus formuliert werden. Dazu reicht es aus, zwei
verschiedene Update-Schritte zu verwenden, ndmlich das Hinzufiigen und das Entfernen eines Ver-
tex zur bestehenden Konfiguration C),. Um Ergodizitit zu gewéhrleisten, muss sichergestellt sein,
dass der gesamte Konfigurationsraum abgetastet werden kann. Dabei ergibt sich das prinzipielle
Problem, dass unter Umstdnden gewisse Ordnungen n total unterdriickt sind. Beispielsweise lie-
fern fiir das Hubbard-Modell bei Halbfiillung nur die geraden Ordnungen n endliche Beitrage zur
Zustandssumme Z, wihrend die Beitrige der ungeraden Ordnungen verschwinden [3]. Dadurch ver-
schwindet in diesem Fall die Wahrscheinlichkeit durch Hinzufiigen oder Entfernen eines Vertex von
einer gegeben Konfiguration gerader Ordnung auf eine Konfiguration ungerader Ordnung zu kom-
men. Dieses Problem lésst sich durch das Einstellen des Parameters ¢ aus Gleichung (4.4) l6sen,
welcher auch unterdriickte Ordnungen zulésst.

Um nun mit einem Monte Carlo-Algorithmus den gesamten Konfigurationsraum abzutasten, ver-
wenden wir den Metropolis-Algorithmus. Danach ist die Ubergangsrate Pc, .c,, von einer gegebe-
nen Konfiguration C), zu einer Konfiguration C, gegeben durch:

TCn/ —C, W(Cn’ ) 1)

) 4.15
TC'n—>C,,L/ W(Cn) ( )

Pg, —.c,, = min (

Tc,—c,, ist die Wahrscheinlichkeit, die Konfiguration C),, vorzuschlagen, wenn die Konfiguration
C,, vorliegt. W(C,,) bezeichnet das statistische Gewicht der Konfiguration C,,. Die Akzeptanzrate
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4. DDQMC

Pc, —.c,, kann nun fiir die beiden Update-Schritte C,, — C, 11 (Hinzufiigen eines Vertex) und
Cp — Cr_1 (Entfernen eines Vertex) angegeben werden.

Betrachten wir zunéchst das Hinzufiigen eines Vertex. Um einen mdoglichen Vertex zu erzeugen,
muss zundchst eine imaginire Zeit ey € [0, 3], ein Ising-Spin spey € {—1,1}, sowie ein verallge-
meinerter Gitterplatz inew € {1, ..., Nimp, Nimp + 1, ..., N} mit N = Ny, + Npaq gewdhlt werden.
Damit ist die Vorschlagswahrscheinlichkeit der Konfiguration C,1+1 = Cy, U {[Tneu; tneus Sneu) } durch
T, —Chi = MLN gegeben. Die Vorschlagswahrscheinlichkeit T¢,, ,, ¢, des umgekehrten Prozesses
entspricht der Wahrscheinlichkeit, einen Vertex der Konfiguration C,,;1 auszuwéhlen und zu entfer-
nen, also gilt Te,,,, ¢, = n%rl Nun bleibt lediglich das statistische Gewicht W (C,,) der Konfigurati-

on Cy, zu bestimmen. Aus Gleichung (4.14) sieht man leicht, dass W (C),) = (f%)n (Ui, ... U;, ) det Ag, .
Insgesamt ergibt sich also:

neu

U, ..0N det Ac
Pc, =min | — 1. 4.16
On—Cnpa = TR ( (n+1)det Ac, ) (4.16)
Fiir das Entfernen eines beliebigen Vertex aus der Konfiguration C,, wird aus den n Vertizes
zufillig ein Vertex vy = 7%, ik, k] ausgewahlt und die um diesen Vertex verminderte Konfiguration
Cr-1 = Cy \ {vg} mit der Wahrscheinlichkeit T¢, —.¢c,,_, = 1 vorgeschlagen. Analog zu oben erhlt
man damit fir die Akzeptanzwahrscheinlichkeit der neuen Konfiguration C,,_1:

) ndet Ac,
Pc, .c,_, = min (_Uz'kﬂ]\%detACn’ ) (4.17)

Damit kann in Algorithmus 1 der DDQMC-Algorithmus in seiner einfachsten Form als Pseudo-
code angegeben werden. Nach einer Initialisierung der Variablen n, C, und Oguy, durchlauft die
Simulation die For-Schleife in Zeile 4 Nypdates mal. Bei jedem Durchlauf wird die Konfiguration
der Vertizes C,, aktualisiert (Zeilen 5 bis 27) und anschliefend der Beitrag ((O))¢, der neuen Kon-
figuration zur Observablen O gemessen (Zeile 28). Bei der Aktualisierung der Konfiguration C,,
sind die Félle n = 0 und n > 0 zu unterscheiden. Im ersten Fall ist das Entfernen eines Vertex
unsinnig, weshalb nur der Schritt des Hinzufiigens eines zuféllig erzeugten Vertex vorgeschlagen
und mit der Wahrscheinlichkeit Po, . c,.., gemé Gleichung (4.16) akzeptiert wird (Zeile 6 bis 10).
Ist jedoch n > 0, so wird jeweils mit der Wahrscheinlichkeit p = % entweder das Hinzufiigen oder
das Entfernen eines Vertex vorgeschlagen.

An dieser Stelle soll noch erwahnt werden, dass sich obige Formulierung des DDQMC-Algorithmus
fir bestimmte Problemstellungen durch die Ausnutzung zweier Eigenschaften ohne Aufwand we-
sentlich verbessern lésst.

Die erste Verbesserung betrifft physikalische Modelle, bei denen nur die Hubbard-Wechselwirkung
auf den Storstellen betrachtet wird. Ein typisches Beispiel dafir ist das Anderson-Modell. Bei die-
sen Modellen verschwindet U; im Hamiltonian (4.1) fir ¢ € {Nimp + 1,..., Nimp + NBaa}. Aus
Gleichung (4.14) ist jedoch ersichtlich, dass Konfigurationen, die Vertizes mit verallgemeinerten
Gitterplédtzen auf den nichtwechselwirkenden Bad-Gitterplatzen enthalten, keinen Beitrag zur Zu-
standssumme Z und damit zu beliebigen Observablen liefern. Das statistische Gewicht solcher
Konfigurationen ist also Null. Betrachtet man die Wahrscheinlichkeit, einen Vertex mit einem Git-
terplatz iney auf dem U; = 0 ist zu erzeugen, so sieht man in Gleichung (4.16), dass auch diese
Wahrscheinlichkeit verschwindet. Es liegt daher nahe, den Raum der abzutastenden Konfigurationen
auf die Konfigurationen einzuschrénken, deren Gewicht nicht verschwindet. Daher erzeugen wir bei
der zufilligen Wahl von Vertizes nur Vertizes mit verallgemeinerten Gitterplatzen i € {1,..., Nimp}.
Natiirlich miissen in diesem Fall die Akzeptanzraten der neuen Konfigurationen in den Gleichun-
gen (4.16) und (4.17) modifiziert werden, indem N durch Ny, ersetzt wird.
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4.1. DDQMC-Algorithmus

Algorithmus 1 Einfacher DDQMC-Algorithmus ohne Beriicksichtigung des Vorzeichenproblems
1:n=0
2: Cp, = {}

3: Ogum = 0 /* in dieser Variable werden die Beitrdge der Observablen O aufsummiert */

4: for i =1 to Nypdates doO

5: if n=0 then

6: v = erzeuge_ zufilligen vertex()

7 Chest = Cpy U {’U}

8: if random() < P¢, _¢,,., then

9: Ch = Chest

10: end if

11: else

12: if random() < 1 then

13: v = erzeuge_ zufélligen_ vertex()
14: Ctest = Cp, U{v}

15: if random() < Pc, ;... then

16: On = C(test

17: n=n-+1

18: end if

19: else

20: v, = wahle_zufélligen_ vertex(C,,)
21: Ciest = Ch \ {Uk}

22: if random() < P, —¢,.., then

23: Cn = Ctest

24: n=n-—1

25: end if

26: end if

27: end if

28: ({(0))c, = berechne beitrag zur observablen O(C,,) /* Messung von O */
29: Osum = Osum + <<O>>Cn

30: end for

31: return N(u)::;;:es /* Riickgabe des Simulationsergebnisses fiir die Observable O */

Eine weitere duflerst wirkungsvolle Verbesserung des Algorithmus kann bei Modellen wie dem

in [3] betrachteten Hubbard-Modell verwendet werden. Hier gilt G?y’]‘-””,(n,Tj) = 0 fir o # 0.
Damit verschwindet die Hélfte aller Matrixelemente von A, aus (4.12) und die Zeilen und Spalten
von Ac, koénnen so umgeordnet werden, dass A, Blockdiagonalgestalt annimmt, ohne dass sich
der Wert von det A, @ndert. Wie in [3] beschrieben, zerfillt det A, dann in []_ det My (Cy,), mit
M, (Cy,) € C"*". Anstatt die Determinante einer groien Matrix A¢, zu berechnen, kénnen wir das
Problem auf die Bestimmung der Determinanten zweier kleinerer Matrizen M, (C,,) zuriickfithren.
Da die Komplexitit der Determinantenberechnung mittels einer LR-Zerlegung etwa O(n?) ist, wirkt

sich diese Reduktion der Matrixgrofle positiv auf die Laufzeit der Simulation aus. In der Praxis
wird man jedoch die Determinanten nicht direkt berechnen, sondern die Verhéltnisse %
dzte?% in den Gleichungen (4.16) und (4.17) mit Hilfe der schnellen Update Formeln (4.45)
und (4.49) berechnen. Aber auch in diesem Falle wird die Simulation durch das Aufspalten der

Matrix Ac, in zwei Spinsektoren M, (C},) deutlich beschleunigt.

bzw.
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4. DDQMC

4.2. Messung von Observablen

4.2.1. Messung der Einteilchen-Green-Funktion

Nachdem wir uns im Abschnitt 4.1 auf die Erzeugung einer Markov-Kette von Konfigurationen C,,,
konzentriert haben, wollen wir uns hier die Frage stellen, wie wir mit dem DDQMC-Algorithmus
tatsédchlich physikalische GréBen berechnen koénnen. In diesem Abschnitt soll zunéchst die volle
Einteilchen-Green-Funktion G7'7 ( T = <Tc o(T)cjr o (7')) des Systems (4.1) im Vordergrund
stehen. Wir werden in Abschmtt 4.2.3 sehen, dass damit auch das Problem der Messung hoherer
Green-Funktionen gelést werden kann.

Betrachten wir zunéchst jedoch eine allgemeine Observable O(7), deren thermodynamischer Er-
wartungswert berechnet werden soll. Analog zu Gleichung (4.6) gilt:

B B
7de,H0(TI)+HU(T/) —de'HU(T')
TrTe 0 O(r)  Zp(e © O(7))
<O(T)> = B = 3 g (418)
— [dr"Ho(7")+Huy (7") — [dr’Hy (1)
TrTe { ’ ’ Zy (e { ’ Yo

Genau wie in Abschnitt 4.1 expandieren wir nun die Exponentialfunktionen:

. [ dm...dr, (Hy(m) ... Hu(1,)O0(7) ),

(4.19)

—
Q
—~
\‘
S~—
~
Il

3

Il

)

OHQ O —w
o

g‘ dT1 ...dm, <HU(Tl) . ~-HU(Tn)O(T)>O

Setzen wir den Hubbard-Term Hy aus Gleichung (4.4) ein und verwenden die Summe tiber alle
Konfigurationen C,, (4.13), so ergibt sich:

S (=3)" s, Ui ) (T iy 1 (71) = @) . (g, 1 () — a3)O(7) )
(O(r)) = < . (4.20)

g: (=3)" Uiy - Ui, ) (T(fiy 1 (1) = af) .- (R, 1 () = ) g

Genau wie in [3] definieren wir den Beitrag einer Konfiguration C,, zur Observablen O(r) als:

<T(’fLi17T(T1) — a%) N ('ﬁin,T(Tn) - O‘?)O(T) >0

(T(fiy 1 (11) — o). (i, 1 (1a) — ) (4.21)

{O(M)))e, =

Dadurch koénnen wir zusammen mit (4.11) die zentrale Gleichung des DDQMCC-Algorithmus auf-
stellen:

> (=3)" (Ui .U, ) det A, ((O())c, S W(C)({O()e,

_ _ Cn

Hiermit wird augenblicklich das in Abschnitt 4.1 beschriebene Verfahren klar. Zur Berechnung von
(O(7)) konstruieren wir eine Markov-Kette von Konfigurationen C,, so, dass diese Konfigurationen
mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung

(-1 (Ui, ... U;,) det A,

()" (Ui, ... U, ) det Ag,, (4.23)
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verteilt sind. Fiir jede derart erzeugte Konfiguration bleibt nun nur noch ((O(7)))¢, zu berechnen

und aufzusummieren. Die Bedeutung der bereits in 4.1 verwendeten unnormierten statistischen

Gewichte W(C,,) = p(Cy) - 3 (=2)" (Ui, ... Us,,) det A, ist damit geklirt.
c

Allerdings gilt diese Darsg(lellung des DDQMC-Algorithmus nur, wenn das in Abschnitt 4.2.2
erorterte Vorzeichenproblem nicht auftritt.

Zur tatsédchlichen Implementation des Algorithmus fehlt uns noch ein letzter Punkt: Wie berech-
net man den Beitrag ((O(7)))¢, der Observablen O(7) zur Konfiguration C,,? Wir wollen diese
Frage am Beispiel der Green-Funktion G;’; (1,7") beantworten. Hier gilt ndmlich:

(T (i 1 (11) = 02) .. (Ra, 1 () — o)l L (T)ejr o (') )
(T(Riy 1 (1) = ag) - (R, 1 (Tn) — @) )g
Wie bereits in (4.11), gilt sowohl fiir den Nenner, als auch fiir den Zahler dieses Ausdrucks das

Wicksche Theorem, ((Tc}’a(r)cjgg/ (7")))¢e, kann also als das Verhéltnis zweier Determinanten ge-
schrieben werden:

(Te] o (Tey o (T, = (4.24)

0, 0, 0,

Gilyl (11,71) — a% ... Ginl,il (Tn, T1) ijlT(T, T1)

det : : :
G?{,Tzln (T1,7n) s G?y’ll,zln (Tn, Tn) — oy G?:Z} (7,7n)
G (74, 77) . GO (7, 7") G (r,7')
T _ , ’ ns ns ; ’
(Tc] ,(T)ejr o (T))e, = e ot Aci . L
(4.25)

Die Matrix im Nenner von Gleichung (4.25) definieren wir als Mg:; (7, 7'). Damit gilt:

det MZJU/~ (7, 7)
(T o ey (M) en = ——5gs (4.26)

Nun sind prinzipiell alle Schritte in Algorithmus 1 geklart und die Green-Funktion des vollen Ha-
miltonians (4.1) kann fiir die Félle ohne Vorzeichenproblem bei einer gewissen inversen Temperatur
0 berechnet werden. Allerdings wird man feststellen, dass mit sinkenden Temperaturen die mittlere
Ordnung n der Konfigurationen ansteigt und damit das Berechnen der Determinanten sehr zeitauf-
wandig ist. Das beeintrachtigt die Leistungsfahigkeit des Algorithmus stark, weshalb ein Verfahren
fiir schnellere Updates entwickelt wurde. Dieses wird in Abschnitt 4.3 eingehend behandelt.

4.2.2. Vorzeichenproblem

Bisher wurde ein wesentliches Problem in der Beschreibung des DDQMC-Algorithmus vollkom-
men aufler Acht gelassen. Es wurde nédmlich stillschweigend vorausgesetzt, dass sich p(C,,) in Glei-
chung (4.23) als Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten der Konfiguration C,, interpretieren lisst.
Dazu miissen jedoch zwei wichtige Bedingungen erfiillt sein:

> p(C)=1 und p(Cyp)>0 VC, (4.27)
Cr

Die erste Bedingung ist per Konstruktion erfillt, wohingegen die zweite Bedingung in vielen Féllen
nicht erfiillt ist. Vielmehr kann p(C,,) sehr wohl negativ oder gar imaginir! sein!

IWir wollen hier der Einfachkeit halber jedoch nur den Fall betrachten, in dem p(Cy) reell ist. Zur Erweiterung auf
komplexe p(Cr) muss das mittlere Vorzeichen durch einen Phasenfaktor ersetzt werden.
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Dieses Problem der bisherigen Formulierung l4sst sich jedoch 16sen, indem Gleichung (4.22) fol-
gendermaflen umformuliert wird:

?\W(Cn)l sgn(W(Cr)) ((O(7))) cn

CZ W (Cn)| sgn(W(Cyr)) ((O(1)))c,, ST
O = W WGy SWE W) (4.28)
Cn Epllcal

Nun sind die neuen Gewichte |W(C),)| positiv und wir kénnen sowohl den Nenner, als auch den
Zahler von Gleichung (4.28) als statistischen Mittelwert (sO(7) )., bzw. (s),, der neuen Obser-
vablen sO(7) bzw. s verstehen. Dabei sei der Beitrag einer Konfiguration C,, zu s gegeben durch
s =sgn(W(C,)). Es gilt also:

< SO(T) >stat .

< s >stat

(O(r)) = (4.29)

Zur Generation der Markov-Kette der Konfigurationen C,, miissen also lediglich die Gewichte
W(C,,) in Abschnitt 4.1 durch ihre Betrége ersetzt werden. Die beiden Mittelwerte (sO(7) )., und
(5)gtar kOnnen dann durch die Erzeugung von nur einer Markov-Kette ermittelt werden.

Wir sehen also, dass wir (sO(7))g,, und (s),,; durch eine Monte Carlo Simulation bestim-
men miissen. Allerdings haben wir nun das Problem, dass das mittlere Vorzeichen (s).,, von
Null verschieden sein muss. Tatsachlich kann ein mittleres Vorzeichen nahe Null die Messung von
Observablen mittels einer Monte Carlo-Simulation unméglich machen, da die Division durch eine
sehr kleine Zahl (s),,, statistische Fluktuationen in (sO(7) ), verstiarkt. Es ist dann nicht mehr
moglich mit endlichen Simulationen gesicherte Aussagen tiber Observable zu treffen.

Gliicklicherweise kann eine geschickte Wahl der in (4.4) eingefiihrten Parameter o! das Vorzei-
chenproblem lindern oder gar komplett eliminieren. In diesem Fall ist das mittlere Vorzeichen dann
(S)gtas = 1 und die Beschreibung des Algorithmus in Abschnitt 4.1 ist wieder giiltig. Da in dem
in Kapitel 5 behandelten Modell bei ¢ = 0 und ¢4 = 0 ebenfalls kein Vorzeichenproblem auftritt,
wollen wir zur Vereinfachung der Notation auch in den folgenden Abschnitten die Formulierung des
Algorithmus ohne Vorzeichenbehandlung wie in Abschnitt 4.1 fortfiihren.

4.2.3. Messung hoherer Green-Funktionen

Die Messung von hoéheren Green-Funktionen kann durch einen Trick auf die Messung von Einteil-
chen-Green-Funktionen zuriickgefiihrt werden. Betrachten wir zunéchst den Beitrag einer Konfigu-
ration C,, von Vertizes zu einer hoheren Green-Funktion:

(Teh L, (m)ej o () el (Tm)es on (Th)))C, =
(T[ni, 1 (7i,) = ar(si)] - i1 (70,) = ey (si)]ed o (P o (7)o -och o (Tm)inar (Th))o

(Tniy 1 (7iy) — ap(8i)] - - - [0, 1 (73,) — g (si,)]o

(4.30)
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Da es sich hier nur um Erwartungswerte des freien Systems handelt, ist es moglich das Wicksche
Theorem anzuwenden:

(Tl (m)ejop (1) - ch o (Tm)eis on (Th)))e, =

0,77 1 0,17 0,011 0,01
G (TiysTiy) — ar .. G (Ti, s Tiy) G (11, 73,)  --- G (Tons Tiy )
0,71 0,11 n 0,01 0,0m |
dor | Cran (T ) e Gol, (T ) —al GG () - Gt (Tms i)
€ OaT0'1 O:la'/l / 0,010 / 0,0mo07 /
Gl (Tiy, 1) . Gy (74,,71) Gl (r1,77) ... G (Tims 1)
0,107, / 0,107, / 0,010, ’ 0,0m 07, /
Gy, " (Tiy, 1) G i (12,,,7}) Gl (r1,70,) .. G (Tons Thy)
0,77 1 0,17 )
G'Ll 11 (Til?Til) - aT e Gz 21 (T’LrﬂTll)
det : . :
0,11 oLl (o n
G’Ll in (Tll ? Tzn) Tt Gln in (T'L'rﬂ Tln) - ai
(4.31)
.. 0,00’ . . .
Dabei sei aj, = a,(s;) und G;7;° = (Te! _(7i)cr o (7))o. Die Gittervektoren i, ... i, sowie die
Zeitpunkte 7;,,...,7;, entsprechen den Vertizes der gegebenen Konfiguration C),. Betrachtet man

die Form der Determinanten genauer, so stellt man fest, dass sich Gleichung (4.31) auch folgender-
maflen schreiben lésst:

(Tel, o, (15,00 (T) -l o, ()i on, (T ) =

Ac, u; . U
T 0,010 ’ 0,0m 0} ’
V1 G ) . GO (T, T
J1:J1 JmsJ1 (4 32)
det . . . . :
T % Ulam( 8 Oamom( a
. Vm lem 71, T,m . Fomsdit Tm s T'HL
det Acn

Mit der bereits bekannten Matrix A, aus Gleichung (4.12), sowie den Spaltenvektoren uy, vk €
(O

0.1
G_(]);:TZT (Tka Tiy ) Gzl Jak (T“ ’ Tk)
Uk = : ;o VK= : ke{l,...,n} (4.33)
G (T, i) Gk (ri )

Der Ausdruck (4.32) lasst sich aber mit Hilfe der Identitédt (B.9) vereinfachen und wir erhalten:

1 Air ... Aim
((chl,al (T1)ej o0 (T1) - -~C;m,am (Tm)eiton, (TR Cn = (detAg )™ det : - :
Ami . Apm
(4.34)
Auflerdem lésst sich dEtiA“‘ durch Vergleich mit (4.31) fiir m = 1 ausdriicken als:
det Akl
detAe <<T0;k,ak (Tk)cjror (TD))C (4.35)
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4. DDQMC

Damit kann die Messung einer héheren Green-Funktion auf die Messung von Einteilchen-Green-
Funktionen zuriickgefiihrt werden, denn zusammen mit Gleichung (4.34) gilt:

(Tl ()i o () ocl o (T, o (Th))) e =
(Tct , (m)ej o (TN e, - (Te (T o (Th))e,
= det : :

(T, o, (Tm)eior (e o (T o (Tm)ess, o, (T ))en

4.3. Schnelle Updates und Messungen

Wie bereits weiter oben erwéhnt, wird beim Abarbeiten des Algorithmus 1 der gréfite Teil der
benétigten Rechenzeit fiir die Berechnung der Determinanten det A, fiir die Akzeptanzraten der
Update-Schritte Pc, ¢, , sowie fiir die entsprechenden Determinanten bei der Messung von Obser-
vablen verwendet. Dieses Problem kann durch die genauere Analyse der notwendigen Berechnungen
gelindert werden.

4.3.1. Schnelle Updates

Beschiftigen wir uns zunéchst mit der effizienteren Berechnung der Wahrscheinlichkeiten Pc, ¢,
fir die beiden Update-Schritte des Hinzufligens bzw. Entfernens eines Vertex aus der Konfiguration
Ch.

Hinzufiigen eines Vertex

Fiir die Berechnung der Akzeptanzrate der neuen Konfiguration C),41 geméfl (4.16) bendtigen wir

det A
das Verhéltnis ZeTcg“. Da die beiden Matrizen nach (4.12) verschiedene Dimensionen haben,

definieren wir zunéchst als Verallgemeinerung von (B.15) die [-fach expandierte Matriz Aex; €
CHHDx(k+D yon A € CF*F als:

Aex,l = Aex,...,ex = <ﬁ 2) € C(k+l)x(k+l)~ (437)
Wegen det Aex; = det A, konnen wir das Verhéltnis der Determinanten von Ac,,, und Ac,
umschreiben:
det AC

“t = det ((Ac, )acoAc (4.38)

det Acn ex,2

Betrachten wir die Matrizen Ac,,, und Ag, genauer, so stellen wir fest, dass der linke obere
(2n) x (2n) -Block von A¢, ,, gleich Ag, ist:

n+1 ) *

n+1

Ac, ., = (Acg,)ex2 T U1C1 V1 +UzC2 Vg, (4.39)

n+1

mit den Matrizen C; = Co = 1 € C2%2,

0 0 ?:LTLH (T7L+17 Tl) G?:ijl,il (T7L+17 Tl)
_ T _ - _ ’ ’ (2n+2)x2
Ui=Va =19 o, Uz2= Gfi)?ill,in (Tt 1, Tn) G?;ill,in (Ths1,Tn) eC (4.40)
1 0
01 0 0
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4.3. Schnelle Updates und Messungen

0,17 0,71
Gil,inﬂ(ﬁ,mﬂ) Gimnﬂ(ﬁ,TnH)
T _ ol o1l
und V;° = Gl (s Tagn) Gty (Tuy Tog) . (441)
0,77 n+1 )
inﬂ,inél (Tn+1, Tnt1) — o A 1 oLl it 1ying1 (Trt1s Tnt1)
> > n+1
z‘n+1,in+1(7n+1a Tnt1) Gin+1,in+1(7'n+l,7'n+1) —ap = 1
Durch zweifache Anwendung von (B.5) kénnen wir mit der Abkiirzung Ac,,, = (Ac,)ex2 +
U;C;V; die Determinante von Ag, ,, vereinfachen:

det Ac,,, = det (Acn+1 + UzC2V2) = det (Acn,+1> det (1 + CZV2A5i+1U2> = (4.42)
= det (Ac,) det (1+ C1Vi(Ac,);,Us) det (1+C3VzAZ! | Us)

Die Determinante der (2n + 2) x (2n + 2)-Matrix A¢,,, lésst sich also auf drei Determinanten
von 2 x 2-Matrizen zuriickfithren, welche einfach ausgewertet werden konnen! Der Ausdruck (4.42)
enthilt die inversen Matrizen AE}M und (Ac,) e_x{z, die wir jedoch mit Hilfe der Woodbury-Identitét
recht einfach berechnen kénnen. Tatséchlich ist die Kenntnis der Matrix A, fiir das Abarbeiten
des Algorithmus gar nicht nétig, weshalb wir nur die Inverse AEi im Speicher halten miissen.
Fiir die Bestimmung der Akzeptanzrate der neuen Konfiguration C,, ;1 muss also AELI berechnet

werden. Falls die neue Konfiguration angenommen wird, muss anschlieend AEiH ermittelt werden.

Nach (B.1) gilt:

~ _ _ _ _ —1 _
Al =(Ac)als — (Ac,)alaUs (Ci 4+ Vi(Ag,)ohUt) Va(Ag,)o! (4.43)

Crt1 ex,2 ex,2"

- - - -1 .
AGl=Ag —AZ U (Gt VoA Us) VaAg! (4.44)
Nutzt man aus, dass C; ' = Co ! = 1 ist, so miissen zur Auswertung dieser Ausdriicke lediglich
die Inverse einer 2 x 2-Matrix, sowie einige Matrix-Matrix-Produkte bestimmt werden. Dies kann
in der Praxis durch Ausnutzung mehrfach vorkommender Ausdriicke sehr effizient implementiert
werden.
Zusammenfassend kann die Berechnung der Akzeptanzrate der neuen Konfiguration C), 4, fiir das
Hinuftigen eines Vertex (4.16) sehr effizient durchgefiihrt werden, indem man benutzt, dass:

det Acn 1 _ _
WAC: =det (1 + V1(Ag, ), Ur) det (1 + V2AC}L+1U2) _ (4.45)

Entfernen eines Vertex

Vollkommen analog zum vorhergehenden Abschnitt kann das Entfernen eines Vertex behandelt wer-
den. Fiir die Akzeptanrate der neuen Konfiguration C,,_; wird nach (4.17) das Verhéltnis %

beno6tigt. Auch hier schreiben wir zunéichst wie in (4.39) die Matrix Ao, | als zweifaches Rang 2
Update der Matrix Ac,,:

(AC”,l)ex,Q = AC" + U101V1 + UzCsz, (446)
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4. DDQMC

wobei C; = Cy =1 € C2%2,

0 0 Gl (mm) G (m)
= T _ : ; = : : 2nx2
OV |0 o o s G ) @ | S G40
-1 0
0 -1 0 0
Gili (71,7) G (r1,7)
i T _ : : 2nx2
sowie Vl - G?;}jl Jin (Tn—la Tn) G?,;J;il Jin (Tn—la Tn) e C™ (448)
G?j; (Tn> Tn) — O‘? -1 ?;Tﬂln (TrsTn)
Gt (Tny ) GIM () — o — 1

Aufgrund derselben Argumentation wie im vorhergehenden Abschnitt gilt fiir das Verhéltnis der

Determinanten det A¢, , und det Ac,,:
det AC¢L71 3 _—
m = det (1 + ClVlAC“Ul) det (1 + C2V2ACH71U2))’ (4.49)

mit Ao, , = Ag, + U1C1V; € C**2?", Die benétigte Matrix Aai_l kann wieder mit Hilfe der
Woodbury-Identitat (B.1) berechnet werden, ebenso wie die Matrix A(t‘iff

~ _ _ _ _ _ _1 _
AGl  =AC-AGIUL (G VAU VIALL (4.50)

~ ~ ~ 1 ~
(AG ez =Agl, —AZ Us (C27 4 VaAZ Us)  VaAZ! (4.51)

n—1

Damit kann nun die Markov-Kette der Konfigurationen C,, selbst fiir grofle mittlere Stérungs-
ordnungen auf effiziente Weise erzeugt werden.

4.3.2. Schnelle Messung der Einteilchen-Green-Funktion

Die Messung der Einteilchen-Green-Funktion wurde bereits in Abschnitt (4.2.1) ausfiihrlich behan-
delt. Dazu muss fiir eine gegebene Konfiguration C,, der Beitrag ((Tc;,U(T)cj/ﬁg/ (7"))) ¢, nach Glei-
chung (4.26) berechnet werden. Das inzwischen geschulte Auge sieht, dass der linke obere 2n x 2n-
Block der Matrix M‘é:lj j(1,7") gleich Ac, ist. Man erhalt MUC:/] j#(7,7) also durch zweifache
Rang 1 Aufdatierung:

g:,j,j’ (7, Tl) = (Ac,)ex + u2V2T + U-1V1T = AC" + ll1V1T7 (4.52)
mit den Vektoren uy = vo = (0,...,0,1)T € C***+! und
0,10’
Gl (rm) SRS
uz = ; ;o Vi= ; e Cc (4.53)
0,
Gy (r.ma) G (7, 7')

Gy (r ) 1
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4.3. Schnelle Updates und Messungen

Zweifache Ausnutzung von (B.7) und die Tatsache, dass det a = « fiir a € C, liefert:
det M3 (7,7') = (1+V1TA5711u1) (14 va"(Ac, )zluz) det(Ac, ) (4.54)

Dabei ist val (Ag, ). luz = 0. Die Inverse von AC erhélt man durch Anwendung der Sherman-
Morrison-Formel (B. 4) Insgesamt erhélt man:

det Mg’d (7, 7) 17(Ac, )oduavaT (Ac, ) olur
nyJsJ — 1 _|_ A u — n/ex . 455
det Ac, Vit (Ac, ) 1+ voT(Ac, )l ug (4.55)

Man sieht, dass voT(A¢,)olur = 1 und 1+ viT(Ag, ) tuy = GO 79’ (7,7'). Zusammenfassend
ergibt sich schliellich fiir den Beitrag der Konfiguration C,, zur Elntellchen Green-Funktion:

GS ZT(T T1)
(Tl o (Deyor (P, = G5 (7,7) = (GUI (71, 7). GO (7, 7)) AGE :
0,0
G (1,7n)
(4.56)
Oder in Komponentenschreibweise, wie in [3]:
’ 2n ’
(Tel o (T o (T e, = Goir (rr') = Y Grs” (rr, T )(AG) s G (7, 7s). (4.57)
r,s=1

Gleichung (4.56) kann auf dem Computer schnell und einfach ausgewertet werden, da jetzt nur noch
ein Matrix-Vektor-Produkt und ein Skalarprodukt zu berechnen ist, anstelle der Determinante aus
Gleichung (4.26).

4.3.3. Schnelle Messung der Suszeptibilitaten

Zur Berechnung der Ladungs- bzw. Spinsuszeptibilitidt y. bzw. xs auf einer Storstelle i ist es notig,
die entsprechende Korrelationsfunktion von 0 bis § zu integrieren.

B
X = [ (T () £ 0 ()i 20 (459
0

Die vollen Korrelationsfunktionen sind jedoch nur an bestimmten Stiitzstellen 7, bekannt, weshalb
die Genauigkeit der Suszeptibilitdt durch Anzahl und Position der Stiitzstellen limitiert ist, da das
Integral in (4.58) approximiert werden muss, was einen systematischen Fehler mit sich bringt.
Hinzu kommt, dass die Messung einer vollen Korrelationsfunktion an vielen Stiitzstellen sehr teuer
ist, daher versucht man einen derartigen Aufwand nach Mdéglichkeit zu vermeiden. Allerdings kann
ein Verfahren gefunden werden, welches die Approximation des Integrals in (4.58) vermeidet und
im numerischen Sinne exakt ist. Das soll im folgenden néher erértert werden.

Wir interessieren uns also fiir die Messung der GréBen [ dr (TR, (7)1 0+ ) aus denen sich dann

0
ohne Anstrengung die Suszeptibilititen (4.58) ergeben. Da (T'7; ,(7)Ni o ) eine hohere Green-
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Funktion ist, kann der Beitrag zu jeder Konfiguration C,, nach (4.36) zerlegt werden:

B B
[l @iio e, = (T patle, [T Peaie,
0 0 (4.59)

B
*/mﬂﬁﬁm%MMM%L@AWMW
0

Setzt man hier nun Gleichung (4.57) bzw. (4.56) ein, so erhélt man nach kurzer Rechnung mit der
Definition

B
P&Aﬂﬂﬁ:/MW@ﬁMm%MHﬂAm%mﬂo (4.60)
0

folgenden Ausdruck:

B

2n
/dT<<Tﬁi,G(T)ﬁi,a’>>Cn = <<Tc;r7o-'ci,a'>>cn ﬁG?’fU(O) - Z ng)g,r,(Tr - Ts)(AE'i)ns (4 61)
0 r,s=1 .
— FJ0r(0) + Viupeo + Vi g oo — VE MGy,
mit den Abkiirzungen:
0,70’ r 0,0'1 .
Gy /(71»0) Gi,i/ (0,71) Fgi(m1)
G (71,0 v (s Fgy(n)
VZ/ _ i, ( 1 ) Aal, u, = AEi i ( 1) Ve = l 7 (462)
G(z'),’ilg/ (Tm 0) G?,)igll (0,75) Fg’l ()
FY (=) F7.(0) F?,(0) coo PP (T —71)
Fo . (—m1) Fe.(0) Fe (0) e FO (1, —T1)
Up,or = e und M7 = " H . s . (4.63)
F (=) Fo(m =) FR(mi—ma) ... F7,(0)

Mit dieser Gleichung ist es also mdoglich, die Integration vor der Simulation auszufiihren und die
Funktion Fy . (7. —Ts) zu tabellieren. Dies kann mit der gewiinschten Genauigkeit geschehen und
beeinflusst die Laufzeit der Simulation nicht. Damit kann der systematische Fehler der Suszeptibili-
taten eliminiert werden. Wie aber berechnet man F? _ (7. — 75) am besten? Mit der Fouriertrans-

O0s,0r

formation der Green-Funktion G(7) = %Ze_iw”G(iwn) lasst sich das Integral iiber 7 ausfithren

und F? _ (7. — 75) kann als

O0s,0r

Ts,0r

B
1 )
Fg m—mszQTW—mﬁﬁwwﬂz52€M“ﬂm%Wmm%Wm»
0 Wn
(4.64)

geschrieben werden. Da das Produkt G?”f 7 (iwn)G?}’fW(iwn) fiir grofe w,, schnell abfillt, kann die
Summe {iber fermionische Matsubarafrequenzen numerisch leicht ausgewertet werden.
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5. Anwendung der DDQMC-Methode auf
das BCS-Anderson-Modell

Im Folgenden wollen wir die oben besprochene DDQMC-Methode auf ein Storstellenproblem an-
wenden. Dazu betrachten wir einen Quantenpunkt, welcher durch einen Hybridisierungsterm mit
einer supraleitenden Umgebung gekoppelt ist. Da wir ein rein eindimensionales System betrachten
wollen, setzt sich das System aus einem linken und einem rechten Supraleiter zusammen, welche
unabhéngig voneinander sein sollen und nur durch ihre jeweilige Kopplung mit dem Quantenpunkt
miteinander wechselwirken kdnnen.

Der Hamiltonoperator des betrachteten Systems ist also ein um einen BCS-Hamiltonian erwei-
tertes Anderson-Modell (BCS-Anderson-Modell). Der BCS-Hamiltonian beschreibt dabei die Aus-
bildung von Cooper-Paaren.

R
H= Z Hoo + Hq + Hy (5.1)
a=L

Hierbei entspricht f[oﬁ dem Hamiltonian fiir die Elektronen im Supraleiter, wobei der Index «
die Werte L fiir den linken und R fiir den rechten Supraleiter annehmen kann. Hy beschreibt die
Coulomb-AbstoBung auf dem Quantenpunkt, withrend Hy die Kopplung der Supraleiter mit dem
Quantenpunkt widergibt. Im Einzelnen haben wir also:

Hoo =7 (e(k) — p) Chora i > (|A| eed] e LA e_w”@—k,i,aék,m) (5.2)
k,o k

. s T A2 |
Hy=> (eq—p)didy +U (d}dT - 2) (d}dl - 2> (5.3)

o

R
. 1% L
Hy = ——— (aT ooy + dh ek, ) . (5.4)
Y N ();L o,k o "
Wir verwenden dabei die Bandstruktur e(k) = —2tcos(k), wobei wir die Gitterkonstante bereits

gleich 1 gewéhlt haben. Auch ¢ wird im folgenden gleich 1 gesetzt und legt damit die Energieeinheiten
fest. Die Bandbreite W ist also gleich 4. Somit sind sdmtliche Gréflen in den natiirlichen Einheiten
des Gitters zu sehen.

Bevor wir uns eingehender mit dem Modell beschéftigen, wollen wir eine kanonische Transfor-
mation durchfithren, welche den Hamiltonian (5.1) auf eine Form analog zu (4.1) bringt. Dazu
definieren wir die neuen Operatoren

di=dy, dy=d}, cila=C 4 0 Chla=Ctkla (5.5)

di =dj, di=d, ;=10 Ohla=la (5.6)
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Damit haben wir nach Herausstreichen irrelevanter konstanter Terme den transformierten Hamil-

tonian:
R

H =" Hoa+ Hs+ Hy + Hy = Hy + Hy. (5.7)
a=L

Ho,o = Ee(Ch 1 aChita = Ch | aChila) = |A] (€%ck 1+ icra+e7 e | enia (5.8)
1, 1 1, 1,

k
1 1
Hy=¢&, (cﬁdT - djdl) . Hy=-U (cqcm —2) <d]d ) —2) (5.9)
14
HV = —ﬁ Z (CL,T,adT + d1T‘Ck;,T,a - CL,l,adl - d-[ck,l,a) ) (510)
k,«

mit den Definitionen &, = (e(k) — p) und &4 = (4 — p). Wir werden in Zukunft nur noch mit dem
transformierten Hamiltonian (5.3) arbeiten und nehmen dafiir in Kauf, bei der Behandlung von
physikalischen Observablen des urspriinglichen Systems immer zuerst die kanonische Transforma-
tion (5.5)-(5.6) anwenden zu miissen.

Um die Notation weiter zu verkiirzen, verwenden wir die Nambu-Notation mit den Nambu-

Spinoren cj o und d:
d Ck
d= ("), d o= Fba), 5.11
(dl> o k, <ck7la(¥> ( )

Damit lasst sich der Hamiltonian des nichtwechselwirkenden Systems Ho = Y Ho.o + Hq + Hy
(o7

angeben:

\%4
Hy = Z cl}aEa(k;)ck,a +dfegd — \/T Z (CL’QUZd + dTo'ch,a> . (5.12)
k,a N k,«

Hierbei wurden die Matrizen E, (k), €4 und o, eingefithrt, mit:
o gk — |A| ei% o gd 0 . 1 0
E.(k) = (_ N g, » &= R und o, = 0 —1 (5.13)

5.1. Berechnung der Green-Funktion des freien Systems

Bevor wir uns mit der Simulation des Systems beschéftigen kénnen, bendtigen wir fiir die Imple-
mentation des DDQMC-Algorithmus aus Kapitel 4.1 die Einteilchen-Green-Funktion des nichtwech-
selwirkenden Systems. Da der Hamiltonian Hy aus Gleichung (5.12) die in (A.1) geforderte Form
hat, kann die Green-Funktion mit Hilfe des Resolventenformalismus berechnet werden.

Wir iiberlegen uns zunéchst, wie die Matrix h aus Gleichung (A.9) in unserem Fall aussieht. Ein
Vergleich von (5.12) mit (A.1) liefert folgende Blockgestalt fiir h:

EL (k) _%02‘ Chy,L
Hy = c'he = (cL’D...,cLN’R,dT) V (5.14)
Er(kn) —UN%= Ckn,R
Voo, Voo, e d
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Auch die Green-Funktion aus (A.9) kann in ihrer Matrixform angegeben werden. Dazu wollen wir

hier ebenfalls eine Nambu-Schreibweise verwenden, so dass wir die 2 x 2-Spin-Blocke Gg:l’f}a/ (iwn)

verwenden.

GRttian) o GG Gt
Gg(};’;i (iwn) .. Gg(’l)f’,fv (iwy) Gi}fﬁd(iwn)
Gd:kl (twn) ... Gd:kN (iwn,) Gg,d(iwn)

Nun koénnen wir die Resolventengleichung (A.9) in Matrixform angeben und gewisse Matrixblocke
der Gleichung betrachten. Untersuchen wir zunéchst den dd-Block (d. h. den (2N +1, 2N +1)-Block)
der Gleichung:

—iw, G%(iw,) — hT GO (iw,) = 1. (5.16)
Wir erhalten:
—iw, Gy (iwy) — f\/LN Z o’sziz‘(iwn) + €aGY 4(iw,) | =1 (5.17)
k,«

Offenbar enthélt diese Gleichung die Blécke szl‘ (iwy ), wehalb wir aus (5.16) die k*d-Blocke ex-
trahieren:

-
—iw, GV (iwy,) — (Eg(k)c;gf(mn) — Wazc;gd(iwn)) =0. (5.18)

Auflésen von Gleichung (5.18) nach G ¢ (iwy,) liefert:
oy Vo - ‘
G (i) = o (iwnl + EX (k) 0.GYy(iwn). (5.19)
Einsetzen in (5.17) und Auflésen nach GY,(iw,) ergibt schlielich:

-1

V2 -
Glaliwn) = | (~iwnl — €q) + == > 0 (iwal + EL () ‘o, (5.20)
ak

Die freien Nambu-Creen-Funktionen G9,(iw,) und G{7*(iw,) in Matsubara-Frequenzen iw,, sind
nun bekannt und kéonnen numerisch sehr einfach berechnet werden. Allerdings benotigen wir fiir die
Implementation des DDQMC-Algorithmus die Green-Funktionen in Imaginirzeiten 7. Dazu muss
die bekannte Fouriertransformation

1 —iWwnT . e}
GYy(1) = 3 Ze nTGYy(iwn) (G(,;’d (1) analog) (5.21)

durchgefiihrt werden, welche eine Summation iiber sehr viele Matsubarafrequenzen erfordert, um
ein akurates Ergebnis zu erhalten. Das ist nicht wiinschenswert und kann auch vermieden werden.

Effiziente Fouriertransformation der Green-Funktion

Dem Verfahren in [11] folgend, untersuchen wir zunéchst das asymptotische Verhalten von GY,(iwy,)
fiir grofie w,. Dazu ist das Studium der Lehmann-Darstellung der Green-Funktion sowie der Spek-
tralfunktion A(w) niitzlich. Ein Vergleich von Gleichung (5.40) mit (5.43) zeigt schnell, dass gilt:

0,00 /- _ l 7 Aggl (W)
Gp° (iw,) = - dwiiwn — (5.22)
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1

Da der Integrand in (5.22) nur fiir kleine w relevante Beitrdge liefert, entwickeln wir - um

w = 0 und setzen die Entwicklung in (5.22) ein. Dann gilt fiir grofle Werte von wy,: e
’ 11 7 / 1 1 Vi / 1
0,00" /. _ oo oo
Gpl° (iw,) = P / dwAT (w) + o / dwAgg (ww+ O <(wn)3> . (5.23)

Aus der Lehmann-Darstellung der Spektralfunktion A37 (w) (5.43) liest man unter Ausnutzung der
fermionischen Antivertauschungsrelationen ab, dass

o0

1 /

— / dwA%] (W) =507 (5.24)

7r
—00

Jetzt ist klar, dass die Diagonalelemente von GY,(iw,,) fiir grofe w,, wie i abfallen. Die Neben-

diagonalelemente verschwinden wie o )2 Wir kénnen das bekannte asymptotische Verhalten von

GY,(iw,,) daher ausnutzen, um schnellere Konvergenz der Summe iiber alle Matsubarafrequenzen
n (5.21) zu erhalten:

1 1
GY, =3 Ze*wnf (Gdd(wn) - 1) + = 1Zeﬂw — (5.25)

n

Die Summe Z —iwn L 1 kann analytisch ausgewertet werden. Das geschieht mit Hilfe des Resi-
duensatzes wie in [12 ] Sei zuniichst 7 € [0, B]. Wir betrachten nun das komplexe Kurvenintegral
TZ 1
}z{ dzﬁeif, (5.26)
c ePF+1z

mit der Kurve C = {z ’z = Re'?, ¢ € [0,27], R — o0 } Auf C verschwindet der Integrand, so dass
der Wert des Integrals verschwindet. Da der Integrand in C die Pole iw,, = i(2n+ 1)7/8 und 0 hat,
ldsst sich das Integral auch mit Hilfe des Residuensatzes berechnen:

eT? 1 ) eiwnr 1 1
Mit l_{es eﬁz 5 = —% und Res 1 =1 erhalten wir schlieflich:
Z e*zw S (5.28)
B < ' 2’
falls 7 € [0, ). Fiir 7 € [—0, 0] zeigt eine analoge Rechnung, dass
—WwnT 1
3 wz e — =+ (5.29)
Somit erhalten wir insgesamt:
iw. T_ T 1 1
L Ze nT T _ie(T) + 59(_7), (5.30)

Wn

Damit kann die Fouriertransformation (5.25) schnell und einfach numerisch ausgewertet werden.
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5.2. DDQMC fiir das BCS-Anderson-Modell

5.2.1. Anpassung des Algorithmus an das BCS-Anderson-Modell

Das in (4.1) definierte Storstellenmodell enthélt bereits das BCS-Anderson-Modell, so dass eine An-
passung der bereits in Kapitel 4.1 besprochenen Methode miihelos méglich ist. Fiir die Simulation
verwenden wir den transformierten Hamiltonian (5.7). Er enthélt nur eine Storstelle, sowie 2N Git-

terpldtze in dem linken und rechten Bad. Daher ist Nimp = 1, sowie Npaq = 2N. Wir identifizieren
T

1.0 mit den Erzeugern auf der Storstelle di, wihrend

o

die in Gleichung (4.2) definierten Erzeuger d
wir fiir die Erzeuger im Bad folgende Ersetzung vornehmen: %T,a = Cz,a g firie {1,..., N}, sowie
73,[, = CLU,L fir i € {N +1,...,2N}. Die Tatsache, dass es sich um zwei getrennte Béder handelt,

spiegelt sich dann in einer speziellen Form von tZ’j”/ wieder, welche keine Hiipfprozesse zwischen
den Béadern zuldsst. Durch Fouriertransformation kann Hy aus (5.12) auf eine Form wie in (4.1)
gebracht werden.

Die in (4.1) enthaltene Wechselwirkung ist allgemeiner als die hier benétigte. Der Hamiltoni-
an (5.12) enthélt nur einen Hubbard-Term auf dem Quantenpunkt, daher muss in (4.1) gelten:
U; = 6;1, was den zu beriicksichtigenden Konfigurationsraum betréchtlich reduziert. Damit sind
nédmlich nur noch Vertizes zu betrachten, welche einen verallgemeinerten Gitterplatz auf der Storstel-
le enthalten (siehe auch Abschnitt 4.1). Mit der Kenntnis der freien Green-Funktion auf dem Quan-
tenpunkt GYd(7) aus Abschnitt 5.1 kann damit der DDQMC-Algorithmus fiir das BCS-Anderson-
Modell implementiert werden.

5.2.2. Messung des Josephson Stromes

Eine sehr interessante Observable in unserem betrachteten Modell ist der sogenannte Josephson
Strom. Er tritt auf, wenn die Supraleiter auf der linken und rechten Seite des Quantenpunktes, der
die Rolle einer Josphson-Junction ibernimmt, verschiedene Phasen ¢, haben. Die Phasendifferenz
der beiden Supraleiter ist gewissermafien die treibende Kraft des Josephson-Stromes durch den
Quantenpunkt. Den Stromoperator j, definieren wir wie in [14] {iber die Kontinuititsgleichung

o = Opirg =i [H, fa] . (5.31)

was zu folgendem Ausdruck fiihrt:
Ja =1——= g ((:L dy — d:r,ck - a) . (5.32)
/?,7 ~ 0,0 0,

Der Stromoperator behilt auch nach der kanonischen Transformation (5.5-5.6) seine Form (5.32)
bei. Der Erwartungswert des Josephson-Stromes kann durch einfache Umformungen berechnet wer-
den und ist gegeben durch

() = —2\% > (s (epl ) + 3 (epit)]. (5.33)

Fiir die Messung des Josephson Stromes (j, ) geniigt es also, die iiber k& summierte volle Nambu-
Green-Funktion G¢,(0) zu messen. Das kann so formuliert werden, dass die k-Summation schon vor
der Simulation ausgefiihrt wird. Damit kann der Rechenaufwand fiir die Messung des Josephson-
Stromes gegeniiber der Messung der k aufgelosten Green-Funktion Gf;(0) und anschlieBender
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Summation stark reduziert werden. Zur tatsédchlichen Messung betrachten wir zunéchst mit Glei-
chung (4.57) den Beitrag einer Konfiguration von Vertizes C,, zu G277 (0) = (¢l _dgr):

2n
((ehgado))c, = {choadordo = D Cai'” (7) (AG)),, Gani (7). (5.34)

r,s=1

Summieren wir diese Gleichung tiber k, so ist klar, dass gilt:

2n
(Ol pada)en =D GRG0 (0) = D" Gai™ () (AG)), (Z GZ:??(—TS)) . (53)

k k r,s=1 k

Es geniigt also, vor Beginn der Simulation eine Tabelle von (Zk Gg’[,;’g l (T)) zu erstellen. Die k-

Summation kann damit vor der Simulation durchgefiihrt werden und verldngert anschliefend die
Rechenzeit nicht.

5.3. Analytische Ergebnisse im Limes A — oo

Betrachtet man das Modell (5.1) im Limes sehr groBer Supraleitungsliicke A, so 14sst sich mit der
Néherung unendlich grofler Bandbreite W ein effektiver Hamiltonian ableiten, dessen Eigenzustinde
nur auf dem Quantenpunkt lokalisiert sind [15]:

1 1
Heg = eadhdy — T (d}dj + dldT) +U (dwT - 2) <d}dl - 2> : (5.36)

o

Falls €4 verschwindet, kann der Hamiltonian (5.36) sehr einfach diagonalisiert werden. Die Eigen-
zustiande mit den zugehorigen Eigenenergien sind dann gegeben durch:

Hal1)=-S11),  Hall)=-511)
Hal+)= ($-1) 141 Hal-y= (S 4+7)1-)

Dabei wurden die Abkiirzungen |+ ) = % (10) £1] 1] )) verwendet.

Zur Berechnung von exakten Korrelationsfunktionen fir das System (5.36) verwenden wir die
Lehmann-Darstellung. Dazu verwendet man das Eigensystem des Hamiltonoperators um thermo-
dynamische Erwartungswerte exakt auszuwerten.

(5.37)

5.3.1. Spektralfunktion

Die Spektralfunktion Aqq(w) ist durch den Imaginérteil der retardierten Green-Funktion gegeben
[11]:

A (W) = =S(GLL(w)) (5.38)
Um die Lehmann-Darstellung der Spektralfunktion zu erhalten beginnen wir mit der Lehmann-

Darstellung der Green-Funktion Gy (7) = <Td]% (7)dy ). Wir wollen uns hier nur mit positiven Wer-
ten von 7 beschéftigen, da sich Gy1(—7) fur 8 > 7 > 0 leicht auf —G11(8 — 7) zuriickfiihren lasst.

34
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Es gilt:

1
BH (rH gt o~ H BEn oEn gt \—TEm
ZTr(e die d) ZE (n|e”7Fre rdie [m) (m|dy|n) =

—
U
— =
—~
)
S—
QU
=
~
I

(5.39)

1 2
O (T PRt

Nun kénnen wir Gy (iw,) = [ dre™n"G1(7) mit den fermionischen Matsubara-Frequenzen w,, =
0

W berechnen:

B
G (iwn) = ZZ’ ”‘dT |m) ’ efﬁE”/dTeT(w"ﬂLE"*Em) =
0

(5.40)
2 e_BEm, + e_ﬁEn

1
=—— dl ‘ -
ZZ‘W plm) iwon + E, —E,,

n,m

Durch analytische Fortsetzung auf die reelle Achse erhalten wir die retardierte Green-Funktion.
Dazu ersetzen wir iw,, durch w + i7n, wobei i > 0 eine infinitesimal kleine Grofe ist, welche die Pole
der Green-Funktion in der komplexen Ebene nach unten verschiebt. Wir erhalten also:

2 e_ﬁEm + e_BEn
Gl (w [(n]df )| 5.41

n,m

Um schlieBlich aus Gleichung (5.41) die Spektralfunktion abzulesen, verwenden wir die Dirac-
Identitat [16]
1

wx1in

_ p% T ind(w). (5.42)

Damit erhalten wir die Lehmann-Darstellung der Spektralfunktion A;q(w):

An(w) = 3G () = ZZ‘ (n|dl|m) ‘ “BEn 4 ¢=PE) §(w + B, — Ey).  (5.43)

Wir verwenden zunéchst die Eigenzustdnde von Heg aus Gleichung (5.37), um die nichtverschwin-
denden Matrixelemente <n|dl{ |m) zu finden. Es stellt sich heraus, dass nur die folgenden vier
Matrixelemente einen Beitrag zur Spektralfunktion A;;(w) liefern:

1 1
+ldi|])=+—, di|£) = —. 5.44
(£ld 1) =27 (Tld]]2) = (5.44)
Eingesetzt in Gleichung (5.43) erhalten wir folgende Darstellung der Spektralfunktion:
w1 u u U U
—_"12.8% -B(5-1) Z_ _Z
Apr(w) = -7 3¢ [(l—i-e ) (5(w+ 5~ D)+ o -3 +1“)) -

+ (1 +e*5<%”>) <(5(w - % —T) + 0w+ % +F))] .
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5. Anwendung der DDQMC-Methode auf das BCS-Anderson-Modell

Fiir die Zustandssumme Z des Systems ergibt sich durch Ausnutzung von Z = Tre AHer —
T e,
7 =¥ (2 pefED 4 e*f“%”)) . (5.46)

Nun kénnen wir mit Hilfe von Gleichung (5.39) auch einen Ausdruck fiir die Green-Funktion G11(7)
angeben:

Gi1(1) = % (e_ﬁ(%_r)eT(%_F) + e B(E4T) o7 (5+4T) + B (eT(_%+F) + eT(_%_F)>) . (5.47)

5.3.2. Ladungssuszeptibilitat

Auch die Ladungssuszeptibilitat 1asst sich in der Lehmann-Darstellung berechnen. Wir interessieren
uns hier vor allem fiir den Imaginérteil der retardierten Ladungssuszeptibilitit, da er die dissipativen
Prozesse des Systems beschreibt. Zunéchst wollen wir jedoch die Ladungskorrelationsfunktion C.(7)
betrachten, welche eng mit der Ladungssuszeptibilitdt verkniipft ist, wie wir gleich sehen werden.
Sie ist gegeben durch:

Co(r) = (Ti(r)2(0)) — () () (5.48)

Dabei bezeichnet 7 den Teilchenzahloperator auf dem Quantenpunkt mit 1 = (dJ{dT + dId 1). Wir
wollen hier nur den Teilchen-Loch-symmetrischen Fall untersuchen, fir den (72) = 1 gilt. Nun lasst
sich die Lehmann-Darstellung der Ladungskorrelationsfunktion angeben:

1 — TE, —T ~
Ce(r) = 7 Ze BEnATEn=TEm | (| fy — 6,1 1, |m)|? (5.49)

n,m

Wie bereits in Abschnitt 5.3.1 wird hier nur der Fall 7 > 0 betrachtet. Z bezeichnet die oben ange-
gebene Zustandssummme (5.46). Transformieren wir die Ladungskorrelationsfunktion in bosonische
Matsubarafrequenzen', so erhalten wir:

B

) iwn T 1 e BEm _ o—BEn A ,

Cc(zwn)—/dTe CC(T)—EZmlm\n—én,mmn . (5.50)
0

n,m

IDa die Ladungskorrelationsfunktion eine Zweiteilchengrofe ist, miissen hier bosonische Matsubarafrequenzen ver-
wendet werden. Analog zur Herleitung der fermionischen Matsubarafrequenzen in [12] sieht man dies folgenderma-
Ben ein: Die Funktion C.(7) ist auf dem Intervall [—/3, 3] definiert. Fassen wir C.(7) in R als periodische Funktion
mit der Periode 23 auf, so lasst sich C.(7) als Fourierreihe mit den Fourierkoeffizienten C.(n) schreiben:

B
CC(T) — l Z e—iﬂ'nT/ﬁCC(n) mit Cc(n) = % /dTeiﬂ'nT/ﬁCC(T).

n=-—o00 ]

Benutzt man die Eigenschaft C.(—7) = Cc(8 — 7), so lasst sich der Ausdruck fiir die Fourierkoeffizienten Cc(n)
umformen in

1 ; T ;
Ce(n) = 3 (1 + e_m") /dTeZ””T/[BCC(T).
0

Offensichtlich verschwinden also die Fourierkoeffizienten C.(n) fiir ungerade n, so dass wir die Fourierreihe unter
Ausnutzung dieser Eigenschaft mit den bosonischen Matsubarafrequenzen w, = 2nm/f folgendermaflen formulie-
ren konnen:
o B
Ce(r) = Z efi“’”TCc(wn) mit  Ce(wn) = /dT ei“’"TCC(T).
— 2

n=—

=
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Analytische Fortsetzung iw, — w 4+ in liefert die komplexe retardierte Ladungssuszeptibilitét
Xe,ret (w). Wir bilden den Imaginérteil von X ret(w) unter Anwendung von Gleichung (5.42):

X eret (W) = 7%(1 —e )N [nlh = b m M) e PP i(w+ Ep — E) (5.51)

Eine kurze Rechnung zeigt, dass nur die Matrixelemente (+ |71 | —) und ( — |7 |+ ) einen nicht-
verschwindenden Beitrag liefern. Damit erhalten wir insgesamt:
7r

FXerer(w) = = (1 - e PYe AT (PT§(w 4 2T) + e PTo(w — 2T)) (5.52)

Im folgenden werden wir auch den sogenannten Ladungsstrukturfaktor N(w) benétigen, er ist de-

finiert als
%XC ret (w) U

N(w) = =k _Zefﬁ% ("T5(w +2T) + e P'§(w — 2")) . (5.53)

Auch fiir die Ladungskorreltionsfunktion kann nun durch Auswertung der Lehmann-Darstellung
(5.49) ein exakter Ausdruck ermittelt werden:

C.(r) = 1 (e—ﬂ(%—l“)e*ﬂ‘f + e—ﬂ(%+r)e+2“’) (5.54)

5.3.3. Spinsuszeptibilitit

Analog zum vorhergehenden Abschnitt definieren wir hier die Spinkorrelationsfunktion C,(7) und
geben ihre Lehmann-Darstellung an:

Co(r) = (TS.(7 Ze—ﬁE ntT(En=En) (]S, |m)|?. (5.55)

Transformation in bosonische Matsubarafrequenzen und anschliefende analytische Fortsetzung iw,, —
w ~+ in fihrt auf den Imaginérteil der retardierten Spinsuszeptibilitdt Xs ret:

SXs,ret (W) = _%(1 —e ) Z [(n]S. |m>|2 e Pmé(w + En — En) (5.56)
n,m
Die Berechnung der Matrixelemente liefert folgende einfache Form fiir den Spinstrukturfaktor

S(w) = M = _%265%5@). (5.57)

5.4. Effektiver Hamiltonian im Limes A/W — oo

Die in Abschnitt 5.3 gemachte Naherung ist nur giiltig, wenn sowohl die Bandbreite W, als auch
die Supraleitungsliicke A gegen unendlich strebt. Fiir den Grenzfall, dass A sehr viel grofler als
W wird, miissen wir jedoch einen anderen effektiven Hamiltonian finden, ohne auf die Néherung
W — oo zuriickzugreifen.

Es ist bekannt, dass man in der Pfadintegralformulierung eines Storstellenproblems das Bad
ausintegrieren kann und somit zu folgender effektiven Wirkung gelangt (siehe [17]):

B

Seﬁ:SCJr/ /dT S i) ( Sl T))W b (') (5.58)

v, ’
0
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5. Anwendung der DDQMC-Methode auf das BCS-Anderson-Modell

Dabei sind v und ¢/ die Quantenzahlen auf dem Storstellencluster, hier also der Spin ¢ auf dem
Quantenpunkt, sowie die Grassmann-Zahlen ¢ und 1 die Eigenwerte der Erzeuger und Vernichter
auf dem Storstellencluster. S, ist die reine Clusterwirkung, hier also die zum wechselwirkenden
Hamiltonian Hy gehorige Wirkung.

Mit Gleichung (5.58) wird uns nun folgendes klar: Ein im Limes A/W — oo giiltiges Modell muss
nach dem Ausintegrieren des Bades dieselbe effektive Wirkung erzeugen, wie unser urspriingliches
Modell. Léasst man jedoch A/W gegen unendlich streben, so bleibt Clusterwirkung S, gleich, wih-
rend sich Gy qq(7) verdndert. Wir suchen also ein Modell, dessen freie Green-Funktion Gg,gq(iwy,)
die Green-Funktion (5.20) fir A/W — oo reproduziert.

Untersuchen wir zunéchst, welche Form (5.20) fir A — oo annimmt. Wir wollen das effektive
Modell dabei nur fiir einen vereinfachten Parametersatz untersuchen, daher setzen wir zuerst p = 0,
€q = 0, ¢4 = 0. Die Green Funktion (5.20) enthdlt A nur in der Matrix E, (k), daher geniigt es das
Verhalten dieser Matrix fiir A — oo zu betrachten. Wir diagonalisieren E,, (k) und erhalten:

—A _ _ AQ 2 0
E. (k) = (f’“A —§k) —U 1< VS +& \/AQ—+€%> U, (5.59)

/A6
A

_ Eety/AZ+E2
A

In dieser Formulierung ist es nun moglich, A gegen unendlich gehen zu lassen. Damit ergibt sich:

oo = <—11 1) h <_0A g) <—11 1) - (—OA _0A> (5:61)

Wir verlieren also jegliche Impulsabhéngigkeit und kénnen so die Summe tiber k in (5.20) ausfiihren.
Nun ist aber klar, wie ein effektives Modell aussehen muss. Folgendes Modell erzeugt nédmlich
dieselbe freie Green-Funktion, wenn A — oo:

mit der Transformationsmatrix

U= (5.60)

Hy=-V (c‘Lo'Zd + dfazc) +c'Eyc, (5.62)

namlich B
G = [wn1 + V%0, (iwnl — Eo) " az] (5.63)

Insgesamt lautet dann unser effektiver Hamiltonian:

4
(5.64)
Da die Supraleitungsliicke A sehr viel grofer als die Bandbreite W ist, wurde also die komplette
Bandstruktur des Bades auf ein einziges Orbital ¢ reduziert. Da der Hilbertraum des effektiven
Problems von nur 16 Zustédnden aufgespannt wird, kann das Problem analytisch behandelt werden.
Wir haben uns hier jedoch auf eine numerische Diagonalisierung des Hamiltonians mit Hilfe von
Mathematica beschrinkt. Dazu kann man den Hamiltonian als 16 x 16 Matrix in der Produktbasis
{le) x|d)} mit |¢),|d) € {|0),]T),]1),]|T])} darstellen. Des weiteren stellt man die Operatoren
d:fT und d, in der Produktbasis dar.
Durch Diagonalisierung von H kann nun die Matrixexponentialfunktion e™ ausgewertet werden
und wir erhalten durch Spurbildung die Zustandssumme Z. Damit kénnen wir die volle Green-
Funktion des effektiven Systems durch numerische Auswertung des Ausdrucks

1 1
Heg ==V (cld 1 +dle; = dje; = c]dy) = A (el + ele) U (d}dmjdl — 5(did; —dlay) + ) .

TH

’ 1
Ggf (1) = (Tdl(r)d,) = - Tr (= dfe™7d, ) (5.65)

38



5.5. Numerische Ergebnisse

berechnen. Auflerdem kénnen die Ladungs- und Spinkorrelationsfunktionen exakt berechnet werden:

Ce() = (Th(T)A) — (R) (7)) = % Tr (e(T*ﬁ)H(cﬂ +d)e ™ (dy + dl)) —1. (5.66)

Cu(7) = (T5.(1)8.) = % T (el (d} — df)e™ " (dy — d)) . (5.67)

Prinzipiell wire nun eine analytische Berechnung der Spektralfunktion, sowie des Spin- und La-
dungsstrukturfaktors denkbar. Da wir uns aber nur fiir die Reproduktion des qualitativen Verhaltens
der Spektralfunktion sowie der Strukturfaktoren interessieren, haben wir uns darauf beschrankt, die
Spektralfunktion aus GLL(T) durch Verwendung der stochastischen Maximum Entropy Methode zu
extrahieren [18].

5.5. Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die gewonnen Ergebnisse préasentiert. Es handelt sich dabei haupt-
séchlich um Messdaten, die mit der DDQMC-Simulation gewonnen wurden, aber auch um Daten,
welche aus den beiden besprochenen analytischen Grenzféllen fir A — oo sowie A/W — oo ermit-
telt wurden.

5.5.1. Josephson-Strom

Betrachten wir zunéchst die Ausbildung der m-Phasenverschiebung des Josephson-Stromes mit
wachsendem A. Dazu wurden einige Monte-Carlo-Simulationen mit dem festen Parametersatz
B =50,U=1,V =05 pu=0, e =0, sowie N = 512 durchgefiihrt, wobei der Parameter A
und die Phasendifferenz ¢ = ¢ — ¢r variiert wurden. Man sieht in den Abbildungen 5.1 bis 5.5
sehr schon, wie zunéchst mit wachsendem A = 0.01...0.08 die Amplitude des Josephson-Stromes
anwachst, bis sich bei A ~ 0.1 erste Anzeichen der w-Phasenverschiebung bemerkbar machen und
die Amplitude des Stromes beginnt, wieder zu schrumpfen. Nun wéachst die Amplitude des Stromes
im m-phasenverschobenen Regime wieder an, um bei etwa A = 0.5 ihr Maximum zu erreichen.

Vergroflert man A noch weiter, so schrumpft die Amplitude wieder, bis der Strom im Limes
A — oo zum Erliegen kommt. Dieses Verhalten des Josephson Stromes ist seit Langem bekannt und
kann mit Hilfe eines stark vereinfachten Modells des Ladungstransports durch den Quantenpunkt
qualitativ verstanden werden [19]. Dazu dienen die Karrikaturen in den Abbildungen 5.3 und 5.4.

Im 0-Junction Regime (Abbildung 5.3) ist der Quantenpunkt offenbar bevorzugt doppelt besetzt
und ein Cooper-Paar wird ohne Phasenverschiebung vom linken Supraleiter zum rechten Supraleiter
transportiert. Das bedeutet, dass ein Cooper-Paar Singlett %ﬂ 11)Y=117)) vom linken Supraleiter
so transportiert wird, dass am Ende des Transportmechanismus auf der rechten Seite ebenfalls ein
Cooper-Paar Singlett %ﬂ 11)—111)) vorgefunden wird.

Umgekehrt verhélt sich der Transportmechanismus im 7-Junction Regime (Abbildung 5.4). Hier
ist der Quantenpunkt tiberwiegend einfach besetzt. Dadurch wird der Transportmechanismus so
verandert, dass das Cooper-Paar beim Transport durch den Quantenpunkt eine Phasenverschiebung
um 7 erfahrt, ein Cooper-Paar Singlett %(| 11)—117)) im linken Supraleiter erscheint also nach
dem Transport durch den Quantenpunkt als ein Cooper-Paar Singlett e”%(\ Ty =111)) [19].
Daher spricht man in diesem Fall vom 7-Junction Regime des Quantenpunkts.

Unsere numerischen Daten bestdtigen dieses einfache Transportmodell sehr schén, was sich be-
sonders gut bei der Betrachtung der phasenabhéngigen Doppeltbesetzung (74174, ) in Abbildung
5.6 im Vergleich mit dem Ubergang des Josephson Stromes vom 0-Junction Regime zum 7-Junction
Regime (Abbildungen 5.1, 5.2 und 5.5) zeigt.
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Josephson Strom fiir unterschiedliche Werte von A

0.009 T T T T

0008 } B=50,U=1,V=05u=0,e=0 A =009 s
0.007 :
0.006
0.005
~ 0.004
0.003
0.002
0.001

Abbildung 5.1.: Josephson-Strom fiir verschiedene Werte von A. Mit wachsendem A steigt die Am-
plitude des Josephson-Stromes zunéchst an. Fiir die Simulation wurden folgende
Parameter verwendet: 3 =50, U =1, V = 0.5 sowie 4 = 0 und ¢4 = 0.

Josephson Strom fiir unterschiedliche Werte von A

0-015 T T T T T T
A =010 ——
8=50,U=1,V=05 pu=0,e=0 A=0.15 - -
0.01 A =0.20 % A
A =025 wom
o A =0.30
0.005 F P . X A =035 e T
¥ a e \ ) A =040 - --g-
5 0 St = £
. g o *.
-0.01 | e g g 1
- e
. .7
-0.015 L L L I I L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Abbildung 5.2.: Erhéht man A weiter, so sieht man sehr schon den Ubergang vom 0-Junction-
Regime ins m-Junction-Regime. Dabei bildet sich eine Phasenverschiebung des
Josephson-Stroms um 7 aus.
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Abbildung 5.3.:
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Abbildung 5.4.:
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Ladungstransport im 0-Junction Regime. Dargestellt ist der Transport eines
Cooper-Paars vom linken Supraleiter zum rechten Supraleiter in 4 Teilchritten.
a) Zu Beginn des Prozesses sei der Quantenpunkt zwischen den Supraleitern dop-
pelt besetzt. Das Pauli-Prinzip verbietet das Tunneln eines weiteren Elektrons auf
den Quantenpunkt, weshalb zunéchst ein Spin down Teilchen vom Quantenpunkt
zum rechten Supraleiter tunnelt (1). AnschlieBend kann ein Spin down Elektron
durch Aufbrechen eines Cooper-Paares vom linken Supraleiter auf den Quanten-
punkt hiipfen (2). b) Als néchstes springt das Spin up Elektron vom Quantenpunkt
zum rechten Supraleiter und kann hier mit dem Spin down Elektron vom vorheri-
gen Hiipfprozess zu einem Cooper-Paar rekombinieren (3). Zuletzt tunnelt das Spin
up Elektron vom linken Supraleiter auf den Quantenpunkt und dieser ist wieder
doppelt besetzt (4).
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Ladungstransport im 7-Junction-Regime. Hier ist die Doppeltbesetzung unter-
driickt. a) Der Quantenpunkt ist nur mit einem Spin up Elektron besetzt, welches
zum rechten Supraleiter tunnelt (1). Als néchstes springt ein durch Aufbrechen
eines Cooper-Paares im rechten Supraleiter freiwerdendes Spin down Elektron auf
den Quantenpunkt (2). b) Das Spin down Elektron auf dem Quantenpunkt springt
zum rechten Supraleiter und bildet mit dem Spin up Elektron von Hiipfprozess 1
ein Cooper-Paar (3). Schliefflich hiipft das Spin up Elektron vom linken Supraleiter
auf den Quantenpunkt und dieser ist wieder einfach besetzt (4).
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Man sieht, dass mit wachsendem A der Josephson-Strom zuerst bei Phasen in der Nahe von ¢ = 7
einbricht. Bereits bei A = 0.09 kehrt sich der Trend einer wachsenden Amplitude des Stromes fiir
Phasen ¢ 2 2 um. In der Doppeltbesetzung zeigt sich dieses Verhalten ebenfalls sehr deutlich. Bei
groferem Phasenunterschied der beiden Supraleiter befindet sich der Quantenpunkt offenbar schon
bei kleineren Werten fiir A im m-Junction Regime mit kleinerer Doppeltbesetzung.

Der globale Zusammenhang von Doppeltbesetzung und Josephson-Strom entspricht sehr gut dem
Verhalten, welches das einfache Transportmodell aus den Abbildungen 5.3 und 5.4 erwarten lésst.
Im 0-Junction Regime ist die Doppeltbesetzung grofl, withrend sie beim Ubergang zum 7-Junction
Regime immer kleiner wird, was natiirlich damit zusammenhéngt, dass der Quantenpunkt dann
iiberwiegend einfach besetzt ist. Wie wir weiter unten noch sehen werden, hiangt diese Einfachbe-
setzung mit der Ausbildung eines lokalen magnetischen Moments zusammen.

Fiir A > 0.5 beobachtet man eine kontinuierliche Abnahme der Amplitude des Josephson Stromes.
Dies kann ebenfalls gut mit Hilfe der Karrikaturen in Abbildung 5.4 verstanden werden. Fiir den
Transport eines Cooper-Paares von einem Supraleiter zum anderen ist es ndmlich immer nétig,
das Paar aufzubrechen. Dieser Prozess kostet die Energie A, weshalb er mit grofier werdendem
A immer ungiinstiger wird und damit seltener auftritt. Dadurch kann weniger Ladung durch den
Quantenpunkt transportiert werden und die Amplitude des Stromes nimmt ab.

5.5.2. Dynamische GroBen

Die Interpretation der dynamischen Groflen wie etwa die Spektralfunktion A(w), sowie die Ladungs-
und Spinstrukturfaktoren ist weitaus komplizierter als die Untersuchung des Josephson Stromes.
Mit Hilfe der effektiven Modelle fiir A — co und W — oo aus Abschnitt 5.3, sowie fir A/W — oo
aus Abschnitt 5.4, kann jedoch eine qualitative Klassifizierung der Messdaten erreicht werden.

Dazu kann das Verhalten des Quantenpunktes in 4 Regimes eingeteilt werden, welche nicht als
scharf voneinander getrennte Phasen zu verstehen sind, sondern vielmehr als flielend ineinander
iibergehende Parameterbereiche, die mit variierendem A durchlaufen werden. Da das untersuchte
Modell sehr viele Parameter enthélt, haben wir einen interessanten Parametersatz fiir den der
Josephson-Strom seinen w-Shift durchlduft ausgewédhlt und im folgenden lediglich A, sowie die
Temperatur 1/8 variiert. Die festen Parameter sind daher U =1, V = 0.5, u =0, ¢4 = 0, N = 512,
¢o¢ =0.

Kondo-Regime

Das erste interessante Regime wird klar vom Kondo-Effekt dominiert. Wir sehen in Abbildung
5.7 fir kleine A = 0...0.02 typische Anzeichen fiir die Bildung eines Spin-Singletts zwischen ei-
nem Elektron auf dem Quantenpunkt und dem Bad: Bei w = 0 hat S(w) ein verschwindendes
spektrales Gewicht, wihrend sich bei einem endlichen w ein Maximum in S(w) ausbildet. Dieses
Maximum entspricht der Energie, die aufgewendet werden muss, um das Kondo-Singlett zu brechen.
Die Ausbildung des Kondo-Singletts und die Bildung von Cooper-Paar-Singletts sind konkurrieren-
de Effekte, denn ein Spin 0 Cooper-Paar kann keinen Spin auf dem Quantenpunkt durch Bildung
eines Singletts mit ihm “abschirmen”. Daher geht mit Einschalten der Supraleitung schon bei relativ
geringen Supraleitungsliicken A der Kondo-Effekt kaputt.

Auch in der Spektralfunktion A(w) in Abbildung 5.8 sehen wir den Kondo-Effekt in Form der
Kondo-Resonanz bei A = 0. Die Spektralfunktion gibt an, bei welchen Energien Teilchen auf den
Quantenpunkt tunneln kénnen. Eine Resonanz bei w = 0 erlaubt also den freien Austausch von
Teilchen des Bades mit dem Quantenpunkt, was sehr wichtig fiir die Bildung des Spin-Singletts
zwischen den Badelektronen und dem Quantenpunkt ist.
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Josephson Strom fiir unterschiedliche Werte von A
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Abbildung 5.5.: Im 7-Junction Regime nimmt die Amplitude des Josephson-Stromes schlielich mit
ansteigendem A ab.

Doppeltbesetzung des Quantenpunktes im Bereich des 7-Shifts
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Abbildung 5.6.: Auch die Doppeltbesetzung des Quantenpunktes (ng1n4,| ) zeigt deutliche Anzei-
chen des 7-Shifts im Josephson-Strom. Fiir grofle Phasendifferenzen ¢ zwischen
den beiden Supraleitern tritt der Ubergang vom 0-Junction Regime ins 7-Junction
Regime offenbar frither auf, als bei kleineren Phasendifferenzen. Dieses Verhalten
wird durch die Messungen des Josephson-Stromes in den Abbildungen 5.1 und 5.2
sehr gut bestatigt. 43
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Dynamischer Spinstrukturfaktor S(w)

Abbildung 5.7.: In S(w) sieht man deutlich die Ausbildung des lokalen magnetischen Moments als
eine mit wachsendem A im schérfer werdende Resonanz bei w = 0. Der Kondo-
Effekt verschwindet relativ schnell.

Spektralfunktion
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Abbildung 5.8.: Die Spektralfunktion A(w) weist ein recht kompliziertes Verhalten bei unterschied-
lichem A auf. Es kann mit Hilfe der effektiven Modelle fiir grole A verstanden
werden.
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Dynamischer Ladungsstrukturfaktor N (w)

U=1,V =05 1=0e5=0 :

Abbildung 5.9.: Die auflerordentlich reichhaltige Struktur des Ladungsstrukturfaktors kann nicht
vollstandig geklart werden. Lediglich die sehr scharfen Resonanzen kénnen mit der
Amplitude des Josephson Stromes in Verbindung gebracht werden.

Temperaturabhéangigkeit der Doppeltbesetzung
0.155
0.15
0.145 |
0.14
0.135
0.13 )
0.125 L . |
0.12 | E |
o115 L ]
0.11 | o

0.105 - - ' ' '
0.02 004 006 008 01 012 014 016 018 0.2

(a,17d,| )

Abbildung 5.10.: Die Temperaturabhéngigkeit der Doppeltbesetzung zeigt qualitativ folgendes Ver-
halten: Im Kondo-Regime fiir kleine A nimmt die Doppeltbesetzung mit sinkender
Temperatur zu, wihrend sie fiir ein lokales magnetisches Moment bei grofien A
abnimmt. Allerdings sind diese Aussagen nicht uneingeschrankt giiltig, da die un-
tersuchten Temperaturen nicht tief genug waren. 45
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Temperaturabhangigkeit der Ladungssuszeptibilitat
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Abbildung 5.11.: Die Ladungssuszeptibilitdt ist ein Maf3 fiir die Ladungsfluktuationen auf dem
Quantenpunkt. Sie sind verkniipft mit der Doppeltbesetzung und zeigen das selbe
Verhalten wie in Abbildung 5.10

Temperaturabhéngigkeit der Spinsuszeptibilitat
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Abbildung 5.12.: Die Spinsuszeptibilitét zeigt fiir groffe A das typische Verhalten eines magnetischen
Moments. Bei tiefen Temperaturen beginnt sie anzusteigen. Man vermutet ein
Curie-ahnliches Verhalten von x o %
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Andreev-Regime

Bereits bei A = 0.05 beginnt sich spektrales Gewicht in S(w) auf w = 0 zu verlagern. Das Kondo-
Singlett ist damit zerstort. Allerdings haben wir weiterhin ein Maximum in S(w) bei etwa w = 0.2,
welches auch bei A = 0.1 noch vorhanden zu sein scheint. Dies weist auf die Bildung von Andreev-
Zusténden hin [15]. Die Spektralfunktion in Abbildung 5.8 zeigt fiir A = 0.1 zwei scharfe Reso-
nanzen, die ebenfalls als Andreev-Resonanzen interpretiert werden kénnen. Allerdings sehen wir in
S(w) bei A = 0.1 bereits eine scharfe Resonanz bei w = 0, was eher auf ein lokales magnetisches
Moment, als auf eine Andreev-Resonanz hinweist. Dieser scheinbare Widerspruch kann aufgelost
werden, wenn wir beriicksichtigen, dass sich mit wachsendem A der Grundzustand durch Level-
crossing von einem Andreev-bound-state % (10) + |71 )) zu einem lokalen magnetischen Moment
|o) verdndern kann. Offenbar liegt A = 0.1 sehr nahe an diesem Kreuzungspunkt, weshalb wir
bei endlichen Temperaturen eine Mischung aus beiden Effekten sehen. Diese Vermutung legt auch
das Verhalten der Ladungssuszeptibilitat in Abhéngigkeit von A in Abbildung 5.14 nahe. Offenbar
nehmen die Ladungsfluktuationen auf dem Quantenpunkt mit wachsendem A zunéchst durch die
Ausbildung der Andreev-Zustinde zu. Bei A = 0.1 &ndert sich dieses Verhalten und die Ladungs-
fluktuationen beginnen abzunehmen, was mit der Ausbildung des lokalen magnetischen Moments
erklart werden kann, welches mit bevorzugter Einfachbesetzung des Quantenpunktes verbunden ist.
Auch in der Spinsuszeptibilitiat spiegelt sich dieses Verhalten wieder, zunéchst nehmen mit wach-
sendem A die Spinfluktuationen ab was wieder durch die Ausbildung der Andreev-Zustande erklart
werden kann. In der Nahe von A =~ 0.2 beginnen die Spinfluktuationen dann wieder zu wachsen,
weil sich das lokale magnetische Moment ausbildet.

Doublett-Regime 1

Ab einem Wert von A & 0.1 beginnt sich sehr schnell ein lokales magnetisches Moment auszubilden,
was sich im Spinstrukturfaktor S(w) als scharfe Resonanz bei w = 0 duflert. Der Punkt w = 0
entspricht namlich der linearen Antwort auf ein statisches Magnetfeld und eine Resonanz bei w = 0
bedeutet daher, dass sich der Spin auf dem Quantenpunkt sofort nach dem statischen Magnetfeld
orientiert.

Fir A =~ 0.2...0.5 ist die Bandbreite W die grofite Skala und wir betrachten A néherungsweise
als “grofl”. Daher versuchen wir, die numerischen Daten mit dem in Abschnitt 5.3 behandelten
Grenzfall A — oo und W — oo zu vergleichen.

Dazu betrachten wir die Ladungskorrelationsfunktion C.(7) sie wie die Green-Funktion G4 (7) in
Abbildung 5.13. Durch einen Fit der analytischen Néherung fiir C.(7) aus Gleichung (5.54) an die
numerischen Daten fiir C.(7) haben wir dazu den Parameter T" des effektiven Modells bestimmt. Mit
den erhaltenen Werten fiir I' kann nun die numerisch ermittelte Green-Funktion mit dem Ausdruck
(5.47) verglichen werden. Zwei Dinge werden dabei klar: Selbst fiir grofe A kann die analytische
Néherung fiir C.(7) die numerischen Messdaten nicht vollstdndig reproduzieren, da die numerischen
Daten im halblogarithmischen Plot zwei Geraden mit verschiedenen Steigungen enthalten, was im
Ladungsstrukturfaktor N(w) zwei Resonanzen entspricht. Die analytische Naherung enthélt jedoch
nur eine Resonanz. Allerdings wird die Struktur von G11(7) gerade fiir groe Werte von A recht gut
wiedergegeben. Der effektive Wert des Parameters I' ist dabei variabel, was vermutlich ein Effekt
der notwendigen Néherungen zur Ableitung des effektiven Modells (5.36) ist. Dabei musste ndmlich
ein flaches Band mit unendlicher Bandbreite angenommen werden.

Trotz der bewussten Diskrepanzen zwischen der analytischen Ndherung und den numerisch ermit-
telten Daten, wollen wir die Gemeinsamkeiten hervorheben. Fiir A = 0.4 kann eine grobe Uberein-
stimmung der numerisch gemessenen Green-Funktion Gy1(7) mit dem Ausdruck (5.47) mit einem
I’ ~ 0.5 errecht werden. Setzt man diesen Wert fiir Gamma in die Spektralfunktion (5.45) ein, so
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sieht man, dass fiir U = 1 die beiden Resonanzen ungefahr auf w ~ 0 sowie auf w ~ 1 fallen. Die
Resonanz bei w = 1 taucht zwar nicht in der numerisch ermittelten Spektralfunktion auf, wir sehen
aber sehr wohl eine deutliche Resonanz bei w = 0 fiir A &~ 0.2...0.5 in Abbildung 5.8.

Fiir den Spinstrukturfaktor erhalten wir nach Gleichung (5.57) eine Resonanz bei w = 0, was
einem lokalen magnetischen Moment entspricht. Dies entspricht den numerischen Daten in Abbil-
dung 5.7.

Doublett-Regime 2

Lassen wir A noch grofler werden, so stellen wir fest, dass sich die Struktur der Spektralfunktion
in Abbildung 5.8 nochmals verdndert. Bei A ~ 1.0 verschwindet das Gewicht der Resonanz bei
w = 0 langsam, bis es bei A ~ 2.0 nicht mehr vorhanden ist. Dafiir bildet sich ein neues Maximum
der Spektralfunktion bei etwa w = 0.3. Dagegen verandert sich der Spinstrukturfaktor nicht mehr
weiter. Die Resonanz bei w = 0 wird mit zunehmendem A lediglich schérfer, weshalb wir sie nicht
mehr abgebildet haben. Wir haben also ein ausgepragtes lokales magnetisches Moment.

Um die Ausbildung des neuen Maximums in der Spektralfunktion in Einklang mit unseren Model-
len zu bringen, untersuchen wir jetzt die Ubereinstimmung der numerischen Daten mit dem effek-
tiven Modell fiir A/W — oo aus Abschnitt 5.4. Abbildung 5.15 zeigt die mittels der stochastischen
Maximum Entropy Methode gewonnenen Spektralfunktionen des analytischen Grenzfalles sowie der
numerischen Daten. Wir sehen, dass die Ubereinstimmung recht gut ist. Vor allem die Form des
Maximums und die Position stimmt bei gleichem A relativ gut iiberein. Durch die grundsétzlichen
Unméoglichkeit, die exakte Spektralfunktion aus numerischen Daten fir G(7) zu extrahieren, kann
eine bessere Ubereinstimmung nicht erwartet werden.

Der Vergleich der analytischen und numerischen Ergebnisse fiir die Ladungs- und Spinkorrelati-
onsfunktionen in den Abbildungen 5.16 und 5.17 zeigt sehr deutlich, dass das qualitative Verhalten
fiir groe Werte von A sehr gut iibereinstimmt. Im Gegensatz zum effektiven Modell aus Glei-
chung (5.3) reproduziert das Modell (5.4) offenbar sowohl die Resonanz des lokalen magnetischen
Moments im Spinstrukturfaktor S(w), als auch die beiden scharfen Resonanzen im Ladungsstruk-
turfaktor N (w).
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Abbildung 5.13.: Vergleich der numerischen Ergebnisse fiir groffe Werte von A mit dem analytischen

Limes A — oo. Der Parameter I' wurde an der Ladungssuszeptibilitit gefittet.
Man sieht, dass die Ubereinstimmung bei der Green-Funktion erst fiir grole Werte
von A > 6 gut wird.
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Ladungssuszeptibilitat x. in Abhangigkeit von A

0.8 ; . . .
o s T N Xe ——+
s 0.7 F i
</§\ +
~ 0.6 + -
S *
| 0.5 . 4
E +
S 04 . -
& +
g 0.3 t+ i
o +
Qe o .
7T oozt . 1
“ 01} T E
6=50,U=1,V=05u=0,eq=0
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A
Spinsuszeptibilitit xs in Abhéngigkeit von A
14 ; . . -
B=50,U=1,V=05u=0¢c =0 X
12 -
—~ i
@10 | e
=
N
<(,) T
= 81 i
= +
Q—o
I 6 L * i
=
4 L i
2 + 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

A

Abbildung 5.14.: Die A-Abhingigkeit der Suszeptibilititen kann durch einen Ubergang von einem
Spin-Singlett Regime (Kondo-Effekt und Andreev-Zusténde) zu einem Doublett
Regime (Lokales magnetisches Moment) interpretiert werden. Im Singlett Regime
nehmen die Ladungsfluktuationen zunéchst zu, wéihrend die Spinfluktuationen
abnehmen. Beim Ubergang zum Doublett Regime kehrt sich dieses Verhalten um.
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Vergleich der numerischen Spektralfunktion mit der analytischen
Néherung fir A/W — oo (gestrichelte Linien: analytische Ergebnisse)
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Abbildung 5.15.: Dieser Plot wurde durch Anwendung der stochastischen Maximum Entropy Me-

thode auf die analytisch (mit Mathematica) und numerisch ermittelten Green-
Funktionen Gg44(7) gewonnen. Qualitativ sehen die Spektralfunktionen sich sehr
dhnlich. Mit wachsendem A verschiebt sich das spektrale Gewicht hin zu gréfieren
Frequenzen.

Vergleich der numerischen Ladungskorrelationsfunktion mit der analytischen
Naherung fir A/W — oo (durchgezogene Linien: analytische Ergebnisse)
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Abbildung 5.16.: Im Limes A/W — oo reproduziert die analytische Ladungskorrelationsfunktion

die numerischen Daten sehr gut. Das effektive Modell reproduziert die Ausbildung
von zwei Maxima im Ladungsstrukturfaktor (zwei verschiedene Steigungen im
halblogarithmischen Plot) sowie deren Positionen und Gewichte sehr gut. 51
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Vergleich der numerischen Spinkorrelationsfunktion mit der analytischen
Néherung fir A/W — oo (Linien: analytische Ergebnisse)
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Abbildung 5.17.: Man sieht sehr deutlich, dass die Ubereinstimmung der analytischen Ergebnisse
mit den numerischen Ergebnissen fiir wachsendes A immer besser wird. Das qua-
litative Verhalten ist in beiden Fillen gleich, man sieht einen breiten Bereich mit
exakt horizontalem Verlauf der Spinkorrelationsfunktion, was einer Resonanz des
Spinstrukturfaktors bei w = 0 entspricht. Fiir wachsendes Delta liegt der horizon-
tale Bereich immer hoher, was ein wachsendes spektrales Gewicht der Resonanz
widerspiegelt.

Temperaturabhdngige GroBen

Hauptséchlich zur Demonstration, dass sich mit Hilfe des DDQMC-Algorithmus auch der Tempera-
turverlauf beliebiger Gréfien berechnen lésst, dienen die Abbildungen 5.10 bis 5.12. Der dargestellte
Temperaturverlauf reicht allerdings nicht bis zu geniigend tiefen Temperaturen, um gesicherte Aus-
sagen zu treffen. Qualitativ lassen sich die Abbildungen jedoch folgendermaflen interpretieren: Die
Doppeltbesetzung wéchst fir kleine A im Kondo- bzw. Andreev- Regime bei tiefen Temperaturen
leicht an und lauft bei 7" = 0 auf einen endlichen Wert zu, da der Grundzustand das Kondo-
Singlett ist, was immer mit Ladungsfluktuationen verbunden ist. Bei grofien A hingegen hat sich
bereits ein lokales magnetisches Moment ausgebildet, welches durch bevorzugte Einfachbesetzung
des Quantenpunktes gebildet wird. Daher verschwindet die Doppeltbesetzung bei T' = 0. Das selbe
Verhalten zeigt sich in der Ladungssuszeptibilitdt, die ein Maf fiir die Ladungsfluktuationen auf
dem Quantenpunkt ist und daher eng mit der Doppeltbesetzung verkniipft ist.

Auch die Spinsuszeptibilitdt 1asst sich vereinfacht so interpretieren, dass fiir kleine A im Grund-
zustand ein Spin-Singlett bevorzugt wird, weshalb die Spinfluktuationen bei T' = 0 verschwin-
den, wéhrend fiir grofle A ein lokales magnetisches Moment vorliegt, welches mit einer Curie-
Spinsuszeptibilitat ys o % verbunden ist. Daher muss die Spinsuszeptibilitat fiir kleine Tempera-
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turen wie % divergieren.

Zusammenhang zwischen dem Ladungsstrukturfaktor N(w) und dem Josephson-Strom

Aufgrund der komplexen Struktur des Ladungsstrukturfaktors in Abbildung 5.9 ist es sehr schwierig
daraus konkrete Aussagen iiber das Verhalten des Quantenpunktes abzulesen. Zudem wurde der
dynamische Ladungsstrukturfaktor N(w) mit Hilfe der stochastischen Maximum Entropy Methode
aus der Ladungskorrelationsfunktion C.(7) ermittelt. Mit der Maximum Entropy Methode ist es
jedoch nicht moglich ein exaktes Spektrum zu berechnen, weshalb wir bei der Interpretation von
Abbildung 5.9 besonders vorsichtig sein miissen. Mit hoher Sicherheit handelt es sich jedoch bei
den scharfen Peaks bei kleinen Frequenzen um eine echte Struktur von N(w), wir wollen unsere
Interpretation daher auf diese Peaks beschranken.

Dabei kann lediglich eine erste Idee einer Interpretation skizziert werden, da genauere Aussagen
ein eingehenderes Studium und eventuell weitere Simulationen erfordern.

Betrachten wir also die A Abhéngigkeit der Position der Peaks bei kleinen Frequenzen. Wir
stellen fest, dass sich die Peak-Position mit wachsendem A zunéchst hin zu grofleren Frequenzen
verschiebt. Bei A & 0.5 scheint sich dieser Trend umszukehren und die Peak-Position beginnt wieder
zu kleineren Frequenzen zu wandern.

Der Ladungsstrukturfaktor ist ein Maf} dafiir, ob es moglich ist, Ladung auf den Quantenpunkt zu
bringen. Betrachten wir die Fouriertransformation des Ladungsstrukturfaktors in eine Realzeitfor-
mulierung, so stellen wir fest, dass sich ein scharfer Peak in N(w) in Realzeit in einer oszillierenden
Struktur duflert. Die Moglichkeit, Ladung auf den Quantenpunkt zu bringen ist also zeitabhangig
und oszilliert. Das wandern des Peaks in N(w) hin zu gréBeren Frequenzen entspricht dabei einer
Erhoéhung der Oszillationsfrequenz.

Betrachten wir nun das System bei einer endlichen Phasendifferenz ¢ zwischen dem linken und
dem rechten Supraleiter, so beobachten wir wie oben besprochen einen Josephson-Strom zwischen
dem linken und dem rechten Supraleiter. Dabei findet der Ladungstransport nach dem vereinfachten
Modell iiber die beiden in den Abbildungen 5.3 und 5.4 beschriebenen Mechanismen statt. Beim
Durchlaufen der beiden Transportprozesse fiir ein Cooper-Paar verdndert sich jedoch die Besetzung
des Quantenpunktes und damit seine Fahigkeit, weitere Ladungen aufzunehmen mit der Zeit. Denkt
man sich nun die Transportmechanismen periodisch in der Zeit hintereinandergeschaltet, so muss
dies zu einem oszillierenden Ladungsstrukturfaktor in Realzeit fiihren!

Erhoht man dabei die Frequenz, so werden mehr Cooper-Paare pro Zeit durch den Quanten-
punkt transportiert, was sich in einem grofleren Josephson-Strom &duflern sollte. Tatsachlich kann
nun die Verschiebung der Peaks in N (w) mit der sich &ndernden Amplitude des Josephson-Stromes
in Verbindung gebracht werden. Bis A = 0.5 wéchst die Amplitude des Josephson-Stromes im
m-Junction-Regime an, was sich im Anwachsen der Oszillationsfrequenz im Ladungsstrukturfak-
tor widerspiegelt. Erhoht man A weiter, so beginnt die Amplitude des Josephson-Stromes wieder
zu schrumpfen, was mit einer kleiner werdenden Oszillationsfrequenz des Ladungsstrukturfaktors
verbunden ist.
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6. Zusammenfassung

Der DDQMC-Algorithmus wurde im Rahmen dieser Diplomarbeit in einem C++-Programm imple-
mentiert und auf das BCS-Anderson-Modell angewandt. Dabei wurde der Josephson Strom durch
die Storstelle berechnet und die w-Phasenverschiebung des Josephson-Stromes beobachtet. Die Fr-
gebnisse von [14] konnten dabei reproduziert werden.

Die Beobachtung des Vorzeichenproblems bei der Verwendung der o aus Gleichung (4.3) fiihrte
zu einer Modifikation der o nach Gleichung (4.5). Dadurch konnte das Vorzeichenproblem bei
p =0 und €4 = 0 komplett vermieden werden.

Da die reinen Messdaten fiir die dynamischen Groflen, wie etwa die Spektralfunktion oder der
dynamische Ladungs- und Spinstrukturfaktor eine reiche Struktur aufweisen, suchten wir zunachst
nach analytisch 16sbaren Grenzfillen des BCS-Anderson-Modells. Wir untersuchten analog zu [15]
zunéchst das rein auf dem Quantenpunkt lokalisierte effektive Modell (5.36) fiir den Limes A —
00, studierten aber auch den Grenzfall A/W — oo, welcher durch den effektiven Hamiltonian
(5.64) beschrieben wird. Der Vergleich der dadurch gewonnenen analytischen Ergebnisse mit den
numerisch berechneten Daten erlaubte ein besseres Verstindnis des Verhaltens des Quantenpunkts
fiir variierende Supraleitungsliicke A. Das Verhalten des Ladungsstrukturfaktors N(w) konnte bisher
nur qualitativ mit der Amplitude des Josephson-Stromes in Verbindung gebracht werden, eine
detailliertere Untersuchung zur Bestatigung der Interpretation muss erst noch durchgefithrt werden.

Bei kleinen Werten fiir A und sehr tiefen Temperaturen mit § = 100 konnte auch die Ausbildung
des Kondoeffektes berechnet werden. Das zeigt, dass sich der DDQMC-Algorithmus selbst in Be-
reichen stabil verhélt, in Parameterbereichen stabil verhilt, bei denen die normale Stérungstheorie
zusammenbricht. Allerdings konnte die Frage, warum der DDQMC-Algorithmus hier stabil bleibt
noch nicht beantwortet werden. Dieses Problem muss auf intensivere Studien vertagt werden.

Insgesamt konnte gezeigt werden, dass die DDQMC-Methode eine leistungsfahige und effiziente
Alternative zum bisher fiir Storstellenprobleme verwendeten Hirsch-Fye Algorithmus darstellt. Auch
Problemstellungen, die komplexe Phasenfaktoren enthalten, kénnen offenbar gut simuliert werden
und die Berechnung von Observablen bei tiefen Temperaturen ist mit vergleichsweise moderatem
Rechenaufwand méglich.
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A. Resolvente

Falls der Hamiltonoperator eines physikalischen Systems keine Mehrteilchenoperatoren enthélt, das
heifit, falls er die Form
H Z hgll 222 Ll o‘lcaz g2 (A].)

1,002
01,02

besitzt, so kann die Green-Funktion des Systems mittels der Resolventen berechnet werden. Dabei
seien d1e Operatoren ¢, ..o, und cqo, o, fermionische Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren fiir
ein Teilchen mit Spin o; “und einer weiteren allgemeinen Quantenzahl «;, wihrend die Koeffizienten
hgi:o2 c-Zahlen sind.

Den Resolventenformalismus wollen wir nun aus den Bewegungsgleichungen der Green-Funktion

ableiten. Sei dazu die Green-Funktion GZZ,/ (1) folgendermafien definiert:

G0 (1) = (Tl o (T)ew o) = 0(7) (€] o (T)evs 00 ) = O(=7) (Cur0r¢], (7)) (A.2)

)

Dann gilt wegen cJr (1) = eTHc:f,yae*TH:

.G, (1) = 8(7) (el o (P)ew 07} + (v vl 4 (7))
+0(r) ([H, ¢} o (Tev o) = 0(=7) {cvr.or [H, c], o (T)]).

Unter Ausnutzung der speziellen Form des Hamiltonoperators kénnen wir die Kommutatoren in
Gleichung (A.3) auf einfache Weise berechnen:

(A.3)

—e™H —TH _ omH § 01,02 T —TH _
[H’Cua( )] - [chucr] hal o) al 010012 02761/0']6
a1,
01,02
. T | (A.4)
— T 01,02 01,0
- E hal a2} a1 o1 61/,042 002 E hal v-oy,01 )
1,02 «1,01

01,02

Auflerdem verwenden wir, dass der erste Term von Gleichung (A.3) fiir 7 # 0 verschwindet. Zusam-
men mit den fermionischen Antivertauschungsrelationen ergibt sich:

3(7) (b g (T)ewr o) + (v orch o (7)) = 8(T) () pevror + v rel o) = ()00 0000 (AD)
Damit wird Gleichung (A.3) unter Verwendung der Definition (A.2) zu

0:G75 (1) — 3 RISGIT(7) = 6(7)6yB0,0r- (A.6)

L,V aq v
1,01
Diese Gleichung lasst sich durch Fouriertransformation umformen. Dazu benutzen wir die Fou-
rierdarstellung der Green-Funktion G777, (T) = % doe TGy, (iwn). Einsetzen in Gleichung (A.6)

Wn,

liefert:

Z( i, )G () — Y e TR G, <wn>>=6<f>5u,m,a/. (A7)

Wn, x1,01
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A. Resolvente

Multipliziert man diese Beziehung mit einem Faktor e®=" und integriert anschlieBend iiber 7 von

8 .
0 bis 8, so erhélt man unter Ausnutzung von [ dr eilwm—wn)7 — B 0n,m:

0
. 0'70" . 01,0 0’1,0'/
—Wm v,V (’me) - E hally,yGalvy/ = 6u,u’5a,a’ (AS)
1,01

Nun wollen wir die Matrizen h und G(iw,,) einfithren, um Gleichung (A.8) kompakter schreiben
zu kénnen. Damit erhalten wir folgende Matrixdarstellung!:

(—iwym, — ") Giwy,) =1 (A.9)
Manchmal verwendet man auch den formal definierten Resolventenoperator fiir die Green-Funktion:

) 1

IMan beachte, dass die Vorzeichen und die Transposition der Matrix h von der Definition der Green-Funktion

~ ’
abhéngig sind. Verwendet man némlich die in der Literatur verbreitete Definition der Green-Funktion G‘;’Z, (r) =

- (Tc,,ﬂ(,(ﬂ-)ci, - ), 50 erhilt man folgende Gleichung:

(iwm — h) G(iwm) = 1.
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B. Technische Details fur die schnellen
Updates und Messungen

B.1. Woodbury ldentitat

Satz 1 (Woodbury-Identitit). Seien A € C"*" und C € C*** regulire Matrizen mit n,k € N.
Auferdem seien U € C"*F und V € CF*™ allgemeine Matrizen. Dann gilt:
Falls (C_1 + VA‘IU) reguldr ist, so ist auch (A + UCV) reguldr mit der Inversen

(A+UCV) ' =A'—A'U(C '+ VA 'U) 'VA! (B.1)

Beweis. Ist (C_1 + VA‘lU) reguldr, so existiert die Inverse (C_1 + VA‘lU)_1 und wir kénnen
eine Matrix B € C™*" definieren, mit

B=A'-A'U(C'+VA'U) VA (B.2)
Nun wollen wir das Produkt (A + UCV) B ermitteln.

(A+UCV) (A =AU (C 4+ VAT'U) VAT =
—14+UCVA'-U(C'+ VA 'U) ' VA ' ~UCVA'U(C'+VA'U) ' VA~ ! =

—14+UCVA™' —-UC(C'+VA™'U) (C' + VA™'U) ' VA~ = 1.
(B.3)

Auf analoge Weise lasst sich zeigen, dass B (A + UCV) = 1. Damit ist klar, dass B die Inverse
von (A +UCYV) ist. O

Korollar 1 (Sherman-Morrison). Sei A € C™*" eine reguldre Matriz mit n € N. Seien weiterhin
zwei Spaltenvektoren u,v € C" gegeben. Dann gilt fiir die Matriz B = (A +uv?):
Falls 1 +vTA='u # 0, dann ist B regulir. In diesem Fall ist die Inverse von B durch folgende
Beziehung gegeben:

A luvTA!

A T 71:A71—7.
(A +uv™) 1+vTA-1lu

(B.4)

Beweis. Die Behauptung ist ein Spezialfall der Woodbury-Identitit (B.1) mit C = 1 € C'*1L.
Damit vereinfachen sich die Matrizen U und V zu den Spalten- beziehungsweise Zeilenvektoren u
und v7. O

Satz 2. Sei A € C™*™ eine invertierbare Matriz, sowie U € C***, C € CF** uynd V € CF*»
beliebige Matrizen. Dann gilt:

det(1 4+ A7'UCV) = det(1 + CVA~'U). (B.5)
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B. Technische Details fiir die schnellen Updates und Messungen

Beweis. Unter Ausnutzung der bekannten Identitét Indet A = TrIn A und der Reihenentwicklung
(o)
In(1+X) = > (~1)k122 gl

0 k41
det(1+A7'UCV) =exp (Trln (1+ A7'UCV)) = exp Tr (Z %
k=1

(AlUCV)k> -

— exp (i % Tt [A7'U(CVA~'U)"! CVD -
k=1

— (_1)k+1 —177\* -1
—ep Y —Tr[(CVAT'U)| | = expTrin(1 + CVA~'U) =
k=1

= det(1+ CVA~'U).
(B.6)

Das ist aber die Behauptung. O

Korollar 2 (Determinantenlemma). Sei A € C**™ eine reguldre Matriz und u,v € C"*™ Spalten-
vektoren. Dann gilt:

det(A +uv’) = (1 +vF A7 u)det A (B.7)

Beweis. Das Korollar ist ein Spezialfall von Satz 2 mit k = 1. O

B.2. Beweis einer wichtigen Determinantenidentitat

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer wichtigen Determinantenidentitét beschéftigen. Sie
spielt vor allem bei der Messung von Erwartungswerten von Mehrteilchenoperatoren eine wichtige
Rolle.

Satz 3. Seien M € Clmtmx(m+n) - A ¢ C™*™ ynd Ay € CHIXmHD) regulire Matrizen mit
m € N und

A u; Uus ... Uy
V1T a1 Q12 ... Qian A
T .
M= | V2 Q21 Q22 ... Qo2n | Aij = ( T u‘]) , uj, vieC™, Qi € C. (B.S)
. . . . . Vi Qi
VnT ap1 Gp2 ... Qnn
Dann gilt
det A]_l det A12 N det Aln
det Aoy detAss ... detAs,
det Mdet A"! = det ) . (B.9)
det Ap; detAns ... detApn

Beweis. Zum Beweis dieses Satzes zeigen wir die Identitét (B.9) zunéchst fiir n = 2 und schlieen
dann mittels vollstdndiger Induktion auf den allgemeinen Fall. Fiir n = 1 ist Gleichung (B.9) trivial
erfiillt, da in diesem Fall Ay; = M ist.
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B.2. Beweis einer wichtigen Determinantenidentitat

Sei zunéchst also n=2:
Zu zeigen ist folgende Gleichung:

det M o det A11 det A22 det A12 det A21

= — . B.10
det A det A detA det A det A ( )
Wir definieren folgende Abkiirzungen:
0
1_ u; 2 _ (Vi 2_1_|: (m+1)x (m+1)
uj; (aij ’ 1) Vi <0> , u'=v 0 eC . (B.11)
1
0
Ug Vo .
uy = ars |, Vvii=lao |, uii=vii=|" € Cm+D)x(m+2), (B.12)
Qg9 — 1 0 0
1

Vo = <V2>’ . = <u2)7 € Clm+Dx(m+1), (B.13)

Q12

bij = viTA_luj e C. (B14)

Fiir eine beliebige quadratische Matrix C € CF**

Matriz Cey € CHRTDX(E+D) it

mit k € N definieren wir aulerdem die ezpandierte

0

0

Ist die Matrix C dabei invertierbar, so ist auch Cgy invertierbar und es gilt offenbar:
(Cex) ' =(CY), = C (B.16)
Nun lassen sich die Matrizen A;; aus Gleichung (B.9) ohne weiteres folgendermafien ausdriicken:

A=A+ uiljvlT + uzviij. (B.17)

Durch zweifache Anwendung des Determinantenlemmas (B.7) erhalten wir wegen det Aex = det A
2T 11T\ 2 1T 5 1.1
det Aj; = ( 1+ vy (Aex +u;v > u (1 +v AL uij) det A. (B.18)

Aufgrund der einfachen Gestalt von v! und A_! reduziert sich VlTAC’Xluilj auf die (m + 1)-te
Komponente von ug; und es gilt folglich

(1 + vlTA;,}u}j) =(1+a;—1) = ay. (B.19)

-1
Weiterhin lisst sich der Term v2~ (Aex + uiljvlT) u? durch Anwendung der Sherman-Morrison-

i
Formel (B.4) vereinfachen:
2T

T
1 vZT AT lulvlt AT ly?
1 1 T, _ i ex ex
Vf] (Aex + lliljvl ) u2 = ‘/2 A 1u2 — J

1)
T A —1
14+ v AL uilj

(B.20)

ij ex
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Es gilt Ajlu? = u? und damit ViijA;(lu2 = 0, sowie vlTAe_Xlu2 = 1. Verwendet man zusétzlich
Gleichung (B.19), so ergibt sich:

T
-1 vZi ATyl 1 .
V%T (Aex + uil‘_ivlT) u2 — ex ij _ ViTA_luj (B.:14) _bﬂ (B21)
aij aij Olij
Damit wird Gleichung (B.18) schlieBlich zu
det Ai‘ bz
det AJ = (1 — aj> Q5 = Q5 — bij. (B.22)
ij

Insgesamt ergibt sich also fiir die rechte Seite von Gleichung (B.10):

det A11 det A22 det A12 det A21

dotA detA | detA deta  (om T bu) (02 =bx) = (a1 —bia)(an —ba). (B.23)

Zum Beweis von Gleichung (B.10) berechnen wir nun die linke Seite der Gleichung. Dazu schreiben
wir M als:

T T
M = A1 +upvay +udvag . (B.24)

Wie oben wenden wir wieder zweimal das Determinantenlemma (B.7) an und erhalten nach Division
der Gleichung durch det A:

det M T ! T, _ det Aqq
Ton = (10vh (A udedd”) k) (1 ARk SRR B2)
Zunéchst nutzen wir aus, dass gilt Vll\,ITAHC_X1 = Vi/[T und damit Vll\/[TA11;<1U11v1 — o — 1.

Zusammen mit Gleichung (B.22) und nach Anwendung der Sherman-Morrison-Formel (B.4) ergibt
sich:

_ T 1
det M T o A tuliviAg
=11 2 AL ex “MYM ex 2 b B.26
det A ( VM ( Mex 1+ vl Agrtul upy | azz (@11 — bia) (B.26)

T, - T, - : T,
Verwendet man, dass vZ; Ajilu?; = 0, vi; Apiolu?; = 1 sowie nochmals vi; Ajplup, =
a2 — 1, so vereinfacht sich Gleichung (B.26) zu

det A

detM | \fﬁ/ITA;lle_xlullvI
Q22

) g2 (11 — bi1) (B.27)

. - T _ _ . _
Mit der Definition (B.13) kann V%/[ AllexlullvI uva? A1 tu, reduziert werden. Um v, T A11 tuy,
zu bestimmen miissen wir die Inverse von A7 explizit berechnen. Dazu verwenden wir die Darstel-

lung (B.17):

1 2.2

"tiu vllT = A+ uzvflT. (B.28)

Die Anwendung der Sherman-Morrison-Formel (B.4) fithrt zu:

1
App = A+ u;1v

—1,1 1T 5 -1 —1,1 1T
A -1 Aex uj;v Aex — -1 Aex uj;Vv

A7'=A l = (B.29)

ex T « _
14+ vt Aexlu%1 a1

wobei wir verwendet haben, dass vlTAt;(1 =v"und1 +V1TAgX1u{1 = a11. Aus Gleichung (B.28)
erhalten wir nun mit Hilfe der Sherman-Morrison-Formel (B.4):

g Tx
T -1 T vo A7 u?v2, " A~ tu,
Vo A11m Uy =ve AT u, — T~
2 —1442
1+vi; A~ lu

(B.30)
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B.2. Beweis einer wichtigen Determinantenidentitat

Wir vereinfachen zunédchst die einzelnen Bestandteile dieser Gleichung unter Verwendung von
(B.29):

2 Tpa—1.1 1T 2 TA—1
T~ _ T, _ vy A Jup; v u vit AT uy b11
vfl A a? = vfl Acxlu2 — 11 “rex 711 =-0-— = (B.31)
Qi Qal a11
TA-1,,1 1T
~ _ Vol A up;vi o u
VQTA lua _ VaTAexlua Y« ex “'11 «
Qa1
TAL 1
—— (vz ug + a9 (a1 — )) a2 B.32
= (V2 A" up + 04120421) - = ( )
a1l
12
= bgy + 20021 — - (ba1 + @21 (11 — 1))
11

1,1 1T -1,,1 1T
Tx-1,.2.2 T'x-1 T o1 Agugyv 2.2 T o1 Agiugyv
Vo A" u Vi1 A Uy, = Vg <Aex — Xai u vy Aex - Xai Uy =
11 11
1
T A -1 T A -1
= b (Vz A7 uy +ag (a11 — 1)) vi AT us+
11

1

T 2 T -1 T A -1

+ Ve u‘viT AT Uy — —ao v AT Tug o+
11

(va' A7 uy + g1 (11 — 1)) viT AT g agp =

Q110011
1 1
= —— (ba1 + 21 (11 — 1)) b1z + 21012 — —g1a12b11+
Qg1 a1
+ (ba1 + @21 (11 — 1)) b1 o,

Q11001 ( )
B.33

Jetzt konnen wir die bisherigen Ergebnisse zusammensetzen und det M berechnen. Dazu gehen
wir zuriick zu Gleichung (B.26). Wir setzen (B.30) in (B.26) und verwenden dabei gleichzeitig die
Gleichungen (B.31) bis (B.33). Insgesamt erhalten wir damit:

det M _
det A (v — vl A1 1ua) (a1 —bu) =
a2
= {0422 — bog — an20i21 + oL (ba1 + @z (@11 = 1)) +
a 1 1
+ é |:a21b12 - (b21 —+ 0621(0611 — 1)) b12 - 7@21[)11@124’ (B34)
a11 — b11 a11 a1l
1
+ (ba1 + g1 (11 — 1)) bllal?} } (11 —bn) =
Q11011

= (a11 - 511) (0422 - 522) - (0412 - 512) (0421 - 521)

Damit ist die Behauptung fiir n = 2 bewiesen, denn der Vergleich von Gleichung (B.34) mit (B.23)
liefert die Behauptung (B.10).

Nun kann die Behauptung (B.9) fur beliebige n > 2 durch vollstindige Induktion bewiesen
werden. Dazu gehen wir von der Induktionsannahme aus, dass Gleichung (B.9) fiir ein festes n € N
erfiillt sei. Auf Basis dieser Annahme lasst sich dann schliefien, dass Gleichung (B.9) auch fiir n+ 1
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gilt. Hierzu bendtigen wir wieder einige Definitionen
A uj . Up Unp+1 A flz . ﬁn+1
vi? (a7 S R 0 T P Q1nt1 vl Qo2 ... Q2pg1
My = [ A S el I L (B.35)
VnT Qni oo Qnn Annt1 {,rj“ Qn2 v Qnnit1
Vn+1T Op411 Qpt1n Qp41n+1 {’z;Jrl 412 Op41n+1
Dabei seien die Vektoren @ij,¥; € C"*D und die Matrix A € Cm+D)x(m+1) foleendermaBen
definiert:
~ A u - w; - Vi
A=A = u; = ! dv;= ! B.36
11 (VIT a11> ) i (Oéu‘> und vj (ail ( )
Analog zu Gleichung (B.8) fithren wir Matrizen Aij ein, mit
= A uw
11 Qg (B.37)

- A @
- i) T
A]J - (“",T s = VlT
Y a1 Qg

1

Auflerdem verwenden wir eine weitere Definition zur Verkiirzung der Notation:
(B.38)

a;; = det Aj; und ag; = det Aij

22 as3 a2n41
oo O3p41 (B.39)

Durch die Umformulierung der Matrix My in Gleichung (B.35) haben wir die Dimension des
ass

Problems formal reduziert und kénnen an dieser Stelle bereits die Induktionsannahme verwenden:

(1) as2

det M,,11(det A) = det .

an+t12  Gnt13 Ant1n+1

Weiter gilt A= A 171 und damit det A= a11. Jetzt konnen wir fiir die Determinanten a;; die bereits
oben bewiesene Determinantenidentitat (B.9) fiir n = 2 zusammen mit der zweiten Formulierung
(B.40)

von Aj; in Gleichung (B.37) verwenden:
- 1
T det A (a11aij — a;nas;)

Damit wird Gleichung (B.39) zu
(a11a2n+1 - a21a1n+1)
(a1103n+1 - 031a1n+1)

(11111123 - a21a13)

det M4 1(det A)"~t =

(a11a22 - a21a12)
(a11a33 - 6131@13)

(allan+1n+1 - an+11a1n+1)

(a11a32 - 6131@12)
(a110n+13 - an+11¢113)
(B.41)

det
(det A)"

(anan+12 - an+11¢112)
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Unter Ausnutzung der Linearitiat der Determinante in jeder Spalte erhalten wir damit:

a11a22 411023 cee a1102n+1
det M ( )n 1 1 d a11a32 a11a33 cee @11A3n+1
et Mpi1(a11)" " = 77 [det ) . . +
(det A)" : : :
11an+12 A110p+13 .-  G110n41in+1
11022 a110a23 s —a2101k cee a1102n+1
n+1 ai11a32 a11as3s e —as1a1k e a1103n+41
+ > det
k=2
a11an+12  @110n+13  ---  —0p411Q1k .-+ A110p41n41
(k — 1)-te Spalte
a11G22 a11a23 ce —a2101k cee —a2101] ce a1102n+1
n+1l n+4l a11a32 a110a33 . —a310a1k . —agz1ayy . a11a43n+1
+ > > det
k=21=k+1
a110n4+12 A110p413  ---  —0n411Q1k  --.  —Ap411Q10  --.  A11Ap4In+1
(k — 1)-te Spalte (I — 1)-te Spalte
—a21a412 —a21a13 ce —a2101n+1
—asi1a12 —asi1a13 c.. TAa310G1p41
+ oo+ det
—Anp4+11012  —Ap411013 ... Ap41101n41

(B.42)

Man sieht schnell, dass die meisten Summanden in (B.42) verschwinden, weil die Spalten der Ma-
trizen nicht linear unabhéngig sind und daher ihre Determinanten verschwinden. Insgesamt bleibt
daher:

a22 a23 e a2n+1
det M ( )n—l 1 ( )n—l d as2 a33 cee a3n+1
et +1(a11 = ——xl(ann a1 det
" (det A)"
ap412 An413 -+ Apilntl
(B.43)
a22 a23 s a2k —1 a21 A2k+1 ce a2n+41
ntl a3z a3z ... A3k—1 as1 a3k+1  ---  (3p41
+ E (—alk) det
k=2
an+12  Gp4+13  ---  Qpn4lk—1 An411 Optlk+1 --- OAntlntl

Nun koénnen wir in der Summe die (k — 1)-te Spalte in die erste Spalte permutieren, was einen
Faktor (—1)(*=2) = (—~1)* liefert. Damit lisst sich auch der erste Term auf der rechten Seite von
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Gleichung (B.43) in die Summe integrieren und wir erhalten:

det M, 11 det A™ =
a22 a23 cee a2k—1 a2k+1 cee a2n+41
ntl kb1 a32 asz ... ask—1 ask+1 - A3n+1
= (—]_) ayi det . . . . . . . =
1 : : : : : : :
Gpt12 Ont13 -+ Opglk—1 Gniglktl  ---  Gpilntl (B.44)
a11 a12 s A1n+41
a21 a22 s a2n+41
= det ,
An+11 Ap+12 ce Ap+1n+1

wobei die letzte Gleichheit gerade der Determinantenentwicklungssatz ist. Damit ist die Behauptung
(B.9) fiir n € N bewiesen, da wir im letzten Schritt zeigen konnten, dass die Giiltigkeit von Gleichung
(B.9) fiir ein festes n ihre Giiltigkeit fiir n + 1 impliziert. Zusammen mit dem expliziten Nachweis
von (B.9) fur n = 2 und der Tatsache, dass (B.9) fur n = 1 trivial erfiillt ist, folgt durch vollstandige
Induktion die Behauptung.

O

66



Literaturverzeichnis

[1]

A. N. Rubtsov, V. V. Savkin, und A. I. Lichtenstein, Continuous-time quantum Monte Carlo
method for fermions, Phys. Rev. B 72, 035122 (2005).

J. E. Hirsch und R. M. Fye, Monte Carlo Method for Magnetic Impurities in Metals, Phys.
Rev. Lett. 56, 2521 (1986).

F. F. Assaad und T. C. Lang, Diagrammatic Determinantal methods: projective schemes and
applications to the Hubbard-Holstein model, Phys. Rev. B 76, 035116 (2007), doi:10.1103/
PhysRevB.76.035116.

P. Werner, A. Comanac, L. de’ Medici, M. Troyer, und A. J. Millis, Continuous-Time Solver
for Quantum Impurity Models, Physical Review Letters 97, 076405 (pages 4) (2006), http:
//link.aps.org/abstract/PRL/v97/e076405.

K. Haule, Quantum Monte Carlo impurity solver for cluster dynamical mean-field theory
and electronic structure calculations with adjustable cluster base, Physical Review B (Con-
densed Matter and Materials Physics) 75, 155113 (pages 12) (2007), http://link.aps.org/
abstract/PRB/v75/e155113.

H. Orland und J. W. Negele, Quantum Many Particle Systems (Advanced Book Classics) (Per-
seus Books,U.S., 1998), ISBN 0738200522.

A. C. Hewson und D. Edwards, The Kondo Problem to Heavy Fermions (Cambridge Studies
in Magnetism) (Cambridge University Press, 2003), ISBN 0521599474.

F. Schwabl, Quantenmechanik (QM1) (Springer, Berlin, 2007).

P. Lee, Lecture notes: Theory of solids II (2004), http://ocw.mit.edu/NR/rdonlyres/
Physics/8-512Spring2004/.

H. Fehske, R. Schneider, und A. Weile, Computational Many-Particle Physics (Springer,Berlin,
2007).

F. Assaad, Private communication.

H. Bruus und K. Flensberg, Many-body Quantum Theory in Condensed Matter Physics: An
Introduction (Oxford Graduate Texts) (Oxford University Press, 2004), ISBN 0198566336.

G. D. Mahan, Many Particle Physics (Physics of Solids and Liquids) (Springer Netherlands,
2005), ISBN 0306463385.

C. Karrasch, A. Oguri, und V. Meden, Josephson current through a single Anderson impurity
coupled to BCS leads, Physical Review B (Condensed Matter and Materials Physics) 77, 024517
(pages 14) (2008), http://link.aps.org/abstract/PRB/v77/e024517.

A. C. H. J. Bauer, A. Oguri, Spectral properties of locally correlated electrons in a Bardeen-
Cooper-Schrieffer superconductor, J. Phys.: Condens. Matter 19, 19 (2007).

67



Literaturverzeichnis

[16]

[17]

[18]

[19]

68

W. Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 7. Viel-Teilchen-Theorie (Springer Lehrbuch)
(Springer, Berlin, 2005), ISBN 3540241175.

A. Georges, G. Kotliar, W. Krauth, und M. J. Rozenberg, Dynamical mean-field theory of
strongly correlated fermion systems and the limit of infinite dimensions, Rev. Mod. Phys. 68,
13 (1996).

K. S. D. Beach, Identifying the mazimum entropy method as a special limit of stochastic analytic
continuation (2004), http://arxiv.org/pdf/cond-mat/0403055v1.

J. A. van Dam, Y. V. Nazarov, E. P. A. M. Bakkers, S. De Franceschil, und L. P. Kouwenhoven,
Supercurrent reversal in quantum dots, Nature 442, 667 (2006), http://www.nature.com/
nature/journal/v442/n7103/pdf/nature05018.pdf.

J. J. Sakurai, Modern Quantum Mechanics (Prentice Hall, 1993), ISBN 0201539292.

F. Schwabl, Statistische Mechanik (Springer, Berlin, 2006).

N. W. Ashcroft und N. D. Mermin, Solid State Physics (Thomon Learning, London, 1976).
A. Altland und B. Simons, Condensed Matter Field Theory (Cambridge University Press, 2006).

M. Suzuki, General Decomposition Theory of Ordered Exponentials, Proc. Japan Acad. Ser.
B 69, 161 (1993), http://wuw. journalarchive. jst.go.jp/english/jnlabstract_en.php?
cdjournal=pjab1977&cdvol=69&noissue=7&startpage=161.



C. Erklarung

Ich versichere hiermit, dafl ich die vorgelegte Diplomarbeit am Institut fiir Theoretische Physik und
Astrophysik der Julius-Maximilians-Universitdt Wiirzburg unter der Anleitung von Prof. Dr. F. F.
Assaad selbststédndig durchgefiihrt und keine anderen Quellen und Hilfsmittel als die angegebenen
benutzt habe.

Wiirzburg, 28. April 2008

David Luitz

69



