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Zusammenfassung

In dieser Master-Arbeit wurde ein Continuous-Time-Algorithmus zur Quantum-Monte-Carlo-
Simulation von stark korrelierten Elektronensystemen erarbeitet. Dabei stand zunéchst die Er-
arbeitung und das Verstidndnis der Entwicklung der Zustandssumme in der Hybridisierung im
Mittelpunkt. Der nédchste Schritt war die Implementierung eines Metropolis-Algorithmus, mit
dem ein Sampling des Zustandsraumes erfolgen sollte. Dabei war es insbesondere wichtig, die
Akzeptanzwahrscheinlichkeiten fiir die vorgesehen Konfigurationsverdnderungen zu berech-
nen, damit eine unverzerrte Abfolge von Zustinden abgesucht wird. In den durchgefiihrten
Vergleichen mit Referenzergebnissen aus Exakter Diagonalisierung konnte keine Abweichung
bei der Doppelbesetzung und der Storstellen-Greenfunktion festgestellt werden, was auf eine
einwandfreie Implementierung hindeutet. Bei der Untersuchung des Skalierungsverhaltens der
mittleren Storungsordnung mit den verschiedenen Modell- und Simulationsparametern wurde
die erwartete sehr giinstige Skalierung mit der Stdrke der lokalen Coulomb-Wechselwirkung
beobachtet. So sinkt die mittlere Stérungsordnung, und mit ihr die benotigte Simulationszeit,
mit wachsenden Werten von U ab. Aufgrund dieser Eigenschaft ermoglicht dieser Algorith-
mus die Untersuchung sehr stark korrelierter Elektronensysteme, die mit dem Weak-Coupling-
Ansatz praktisch nicht erreichbar sind.

Bei der weiteren Simulation des Single-Impurity-Anderson-Modells zeigten sich die verschie-
denen Parameterregime, insbesondere das Kondo-Regime und Anzeichen fiir die Enstehung
einer Kondo-Resonanz. In der Spinsuszeptibilitit wurde die damit einhergehende Abschir-
mung des Spins der Storstelle deutlich. Weiterhin wurde der Algorithmus verwendet, um das
Periodic-Anderson-Modell im Rahmen der DMFT-Approximation zu untersuchen. Dabei er-
gab sich durch die Hybridisierung neben dem Kondo-Eftekt der f-Elektronen auf der Storstelle
eine Bandliicke der Leitungsband-Elektronen.
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1. Einleitung

In der Festkorperphysik spielen stark korrelierte Elektronensysteme eine wichtige Rolle. Bei
diesen ist das Bild nicht-wechselwirkender Elektronen, die sich in einem durch die Atom-
kerne hervorgerufenen Potential bewegen, nicht mehr addquat. Viele Materialsysteme, die in
der aktuellen Forschung relevant sind, zeigen Eigenschaften, die sich durch einen solchen
Ansatz nicht erkliren lassen. Dazu zihlen z.B. Verbindungen der Ubergangsmetalle oder der
Lanthanide. Entscheidend fiir die spektroskopischen und Transporteigenschaften dieser Mate-
rialien ist die Wechselwirkung der Elektronen untereinander. Durch die Coulomb-Interaktion
entstehen z.B. der Kondo-Effekt, oder es ergibt sich eine effektive Beschreibung durch sog.
schwere Fermionen, stark renormierte Quasiteilchen, die eine sehr grole Masse aufweisen.
Trotz dem seit mehreren Jahrzehnten bestehenden Interesse in der Forschungsgemeinschaft
an diesen Phanomenen offenbaren sich immer wieder neue Aspekte, und noch sind nicht alle
Beobachtungen zufriedenstellend verstanden.

Bei der theoretischen Untersuchung solcher Vielteilcheneffekte kann man nicht auf exak-
te analytische Ergebnisse hoftfen, da die Komplexitit der Probleme solche meist unmdoglich
macht. Daher wurden approximative und numerische Methoden entwickelt, die es ermogli-
chen, Einblicke in diese Phinomene zu gewinnen. Die Methode des Quantum-Monte-Carlo
(QMCO) stellt dabei eine Moglichkeit dar, Modellsysteme mit komplexen Vielteilchen-Interak-
tionen numerisch exakt zu simulieren.

In dieser Arbeit soll ein Algorithmus fiir Continuous-Time-QMC (CTQMC) vorgestellt und
erarbeitet werden, der ein Storstellen-Modell mit starken Elektron-Elektron-Wechselwirkung-
en simulieren kann, und dabei keine Diskretisierung der imaginédren Zeitachse vornehmen
muss. Dieser Ansatz wurde von Philipp Werner et. al. in [23] erstmals vorgeschlagen und in
[24] ausgearbeitet. Das Vorgehen orientiert sich am Algorithmus des Weak-Coupling-CTQMC
[21], verwendet jedoch eine Entwicklung im Hybridisierungsterm um den entkoppelten, ato-
maren Limes.

In Abschnitt 2 werden die Grundlagen der numerischen Integration mittels der Monte-
Carlo-Methode dargelegt, sowie die Begriffe der Spektral- und Greenfunktion eingefiihrt.
AuBerdem beschiftigt sich dieser Abschnitt mit der prinzipiellen Idee der Dynamical Mean
Field Theory (DMFT). Danach wird auf die Effekte der Spin-Bahn-Kopplung und der Kristall-
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feld-Aufspaltung in den 4f-Niveaus der Lanthanide, insbesondere bei Cer, eingegangen. Diese
Effekte haben auch Auswirkungen auf die Eigenschaften von Festkorpern, in denen solche
Elemente als Konstituenten verwendet werden.

Das im folgenden Abschnitt 3 vorgestellte Single-Impurity-Anderson-Modell (STAM) fiir ei-
ne einzelne Storstelle ist die Grundlage fiir die Beschreibung solcher Materialsysteme. Es
zeigt verschiedene Parameterregime, wobei insbesondere das Kondo-Regime von Interesse
ist. In diesem Parameterbereich tritt der Kondo-Effekt auf, der die Eigenschaften des Sys-
tems stark beeinflusst. Auerdem wird eine Verallgemeinerung auf mehrere lokale Orbitale
vorgenommen, sowie auf das daraus abgeleitete Periodic-Anderson-Modell (PAM) eingegan-
gen, welches fiir die Beschreibung von stark korrelierten Elektronen in Festkorpern verwendet
wird. Es ldsst sich mit Hilfe der DMFT auf ein Storstellenproblem abbilden, wobei sich eine
zusitzliche Selbstkonsistenzbedingung ergibt.

In Abschnitt 4 erfolgt die Herleitung des Algorithmus. Dazu wird die Zustandssumme in der
Hybridisierung um den Limes einer entkoppelten Storstelle entwickelt. Des weiteren wird hier
eine effektive Methode vorgestellt, um die Storstellen-Greenfunktion zu messen.

Der darauf folgende Abschnitt 5 enthilt einige Details der Implementierung des Algorithmus
und vergleicht die Ergebnisse der QMC-Simulationen mit der exakten Diagonalisierung (ED).
AuBerdem wird auf die Skalierung der Komplexitéit mit den verschiedenen Modellparametern
eingegangen.

Abschnitt 6 zeigt weitere Ergebnisse der Simulationen fiir verschiedene Parameter, sowohl fiir
eine einzelnen Storstelle, als auch aus der DMFT-Approximation erhaltene Ergebnisse fiir das
Gittermodell. Insbesondere lisst sich der Kondo-Eftekt beobachten, der die Entstehung einer
Kondo-Resonanz und die zunehmende Abschirmung des lokalen Spins zur Folge hat.

Der Ausblick in Abschnitt 7 zeigt, wie weitere Ergebnisse aus den Simulationen gewonnen
werden konnten, und welche Materialsysteme durch die beschriebene QMC-Methode unter-
sucht werden konnten.
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2.1. Monte-Carlo-Methode

Mit Monte-Carlo-Verfahren werden allgemein alle numerischen Verfahren bezeichnet, bei de-
nen ein zufélliges Sampling eines Zustandsraumes stattfindet. Hier soll speziell ein Verfahren
zur stochastischen Auswertung von Integralen skizziert werden, viele der Konzepte sind aber
von allgemeiner Natur.

Man kann demnach ein Integral der Form

/= f dx F(x) 2.1)
berechnen, indem man es zunichst umformt geméaf [15]
_ FO) by = _
I= f dx . P(x) = f dx f(x) P(x) = ( f ) (2.2)

wobei P eine Wahrscheinlichkeitsdichte sein soll, d.h.
P(x) > 0Vx, fde(x) =1.

Dabei sollte P so gewihlt werden, dass P(x) hochstens dort verschwindet, wo auch F(x) gleich
Null ist. Der Wert des Integrals I ldsst sich nach (2.2) als Erwartungswert der Funktion f
beziiglich der Wahrscheinlichkeitsdichte P interpretieren. Eine Abschitzung fiir das Integral
sind dann die Partialsummen

1 N
Sw= D, f). (2.3)
i=1

Z|

Die x; sind eine Sequenz von Zufallszahlen, die aus P gezogen worden sind. Sind die x; un-
abhingig, so konvergiert die Verteilung der Sy gemi3 dem zentralen Grenzwertsatz gegen
eine Normalverteilung:

2
PSS L exp —M .
270 20y
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S y ist also eine zunehmend bessere Abschitzung fiir < f > = [. Fiir die Ungenauigkeit gilt

2 1 24
INTNZ1s 24

mito? = ((f-(f >)2>:fdx(f(x)—<f>)2P(x).

Im Rahmen dieser Abschitzung ergibt sich o2 durch

1 N
NZ fo)—(f

2.1.1. Metropolis-Algorithmus

Die direkte Auswertung von (2.3) ist nicht moglich, wenn die Verteilung P nicht bekannt
ist. Beim sogenannten Metropolis-Algorithmus muss hingegen fiir eine Konfiguration x nur
eine GroBe proportional des Wertes der Wahrscheinlichkeitsdichte P(x) bekannt sein, wie z.B.
deren statistische Gewicht.

Die Vorgehensweise ist dabei, eine stochastische Dynamik zu finden, durch die eine Folge
von Zustidnden {x;} besucht wird, sodass ihre endgiiltige Verteilung der gesuchten Verteilung
P entspricht. Sobald diese Verteilung erreicht ist, kann durch weitere Schritte das gesuchte
Integral ausgewertet werden.

Zunachst sei x; gemil P (x;) verteilt. Fiir die Verteilung P;(x;) von x; gilt dann

Pi(xy) = fdxl"'dxk—l Pi(xg, -+, x1)

= fdxl e dxgey Pe(xd -1, o+ x0)Proy (K1, -+, X1)
= fdxl e dxgey Py, -+ x0) - - Pa(xalxp) Pr(xy). (2.5)
Dabei ist P(x|xi—1, - - - , x1) die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir das Erreichen von x, die i.A.

von der gesamten bisherigen Folge von Zustdnden abhédngt. Der Metropolis-Algorithmus ver-
wendet hier eine Markov-Kette, bei der also die Ubergangswahrscheinlichkeit nur vom vorhe-
rigen Zustand abhéngt, d.h. Py(xg|xi—1, -+, x1) = Pr(xx|xx—1). Der Ausdruck fiir die Verteilung
von x; vereinfacht sich damit zu

Pi(xi) = fdxk—l Pr(xelxk—1)Pr-1(X¢—1)

= fdxk—l Wi (X X—1) Pr-1(Xk—1) (2.6)
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wobei wy(xy, xi—1) = Pr(xi|xr—1) die Wahrscheinlichkeit fiir den Ubergang Xp_1 — Xy ist. Fir
eine stationdre Sequenz ist w unabhingig von k, und Py(x;) ist eindeutig durch P;(x;) und
w(x’, x) gegeben:

Pi(xp) = (wkpl)(xk) = fdxl e dxpo (X, Xp—) -+ - (X2, X1)Pr(xy). (2.7)

Man macht nun folgende Annahmen, die zwar im Allgemeinen schwer zu beweisen sind, aber
fiir alle physikalischen Problemstellungen sicher gelten [15]:

e Die Folge der Wahrscheinlichkeitsverteilungen konvergiert gegen eine stationire Ver-
teilung, d.h. der Grenzwert P, = ]}im wFP; existiert.

e Die Ubergangswahrscheinlichkeit ist ergodisch, in einer endlichen Anzahl von Schritten
n soll also von beliebigem x startend jedes beliebige y erreicht werden konnen:
dn < oo, w"(y,x) >0Vy,x.

Damit die stationdre Verteilung tatsdchlich abgesucht wird, mochte man, dass die sog. detail-
lierte Balance erfiillt ist

Poo(x) w(y, x) = Peo(y) w(x,y)
w(,x) _ Ps(y)
w(x,y)  Polx)

(2.8)

Die Wahrscheinlichkeitsstrome von x nach y und in umgekehrter Richtung sollen sich also
gerade ausgleichen.
Ausgehend von (2.8) soll nun eine Methode entwickelt werden, um P, zu samplen. Dazu
faktorisieren wir w

w(y,x) =Ty, x)S(y,x) (2.9)

wobei T eine Vorschlagswahrscheinlichkeit ist, und S angibt, mit welcher Wahrscheinlichkeit
der vorgeschlagene Zustand y als neuer Zustand akzeptiert wird. 7 kann nun so gewihlt wer-
den, dass man auf einfachem Weg entsprechend verteilte Zustinde generieren kann. Aus der
detaillierten Balance (2.8) folgt dann

SO0 _ Pe) T(x,)
Sy P T, %)

_ [ P() T(x,y)
= S(y,x) = F(Pm(x) o, x)) (2.10)
bei £ _
WODC1 F(l/x) =X
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Die Akzeptanzwahrscheinlichkeit hidngt nun nur noch vom Verhiltnis der Wahrscheinlich-
keit der Konfigurationen ab. Damit die Verteilung P, der gesuchten Verteilung P entspricht,
genligt es also, die statistischen Gewichte W zu kennen, da

P(x) W)
P@y) W)
und sich somit fiir die Vorschlagswahrscheinlichkeit der Ausdruck
W) T(x, y))
W(x) T(y, x)

S(y,x):F( (2.11)
ergibt. Fiir die Funktion F' wird beim Metropolis-Algorithmus
F(x) = min (1, x) (2.12)

verwendet, aber auch durch andere Funktionen lésst sich die Bedingung der detaillierten Ba-
lance erfiillen [18]. Zusammengefasst besteht die Vorgehensweise also aus folgenden Schrit-
ten:

1. Definition einer Vorschlagswahrscheinlichkeit T

2. Erzeugung eines neuen Zustands x;,; = x; + € durch eine Verschiebung €, die gemill T
verteilt ist

3. Annahme des neuen Zustands mit einer Wahrscheinlichkeit S (x. 1, x;).

2.2. Exakte Diagonalisierung

Die exakte Diagonalisierung (ED) ist eine Methode, bei der der komplette Hamiltonoperator
H , dargestellt in einer Basis von Zustinden |¢;) durch

H = 16X H0,)0)1
LJ
= > 16)Hi9)]
]
diagonalisiert wird. Gesucht ist also eine unitdre Transformation U, sodass
H = OHT =" il 1wl
= > W Hwil

wobei [¢;) = Ujj1¢;).
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Thermische Erwartungswerte bei der inversen Temperatur 8 = 1/7 lassen sich dann direkt
tiber

Tr[exp(—ﬁ H) f)] ZL: exp(-BH;) O;;

(0 Tr[exp(-B )| - T exp(-BH;)

(2.13)

berechnen. Hier wurde wie im weiteren Verlauf der Arbeit kg = /i = 1 gesetzt.

Diese Methode eignet sich jedoch nur fiir sehr kleine Systeme, da die Dimensionalitéit
des Hilbert-Raums .77 und damit des Hamilton-Operators exponentiell mit der Anzahl der
Freiheitsgrade anwéchst. So gilt beispielsweise fiir ein System von N Spin-1/2-Teilchen ohne
rdaumliche Freiheitsgrade

dim .# =2V,

Praktisch anwendbar ist die exakte Diagonalisierung daher nur fiir Systeme mit wenigen Frei-
heitsgraden, d.h. wenigen Gitterplidtzen oder Orbitalen, liefert fiir diese Fille aber eine gute
Referenz, um die Ergebnisse aus QMC-Simulationen iiberpriifen zu konnen.

2.3. Spektral- und Greenfunktion

Die Greenfunktionen und die eng mit diesen zusammenhidngenden Spektralfunktionen sind
wichtige GroBen in der Theorie von Vielteilchen-Problemen. Die Greenfunktionen beschrei-
ben die Elementaranregungen der Vielteilchen-Systeme, und die Spektralfunktionen sind ex-
perimentell direkt erfassbar. Gemif [19] ist fiir Operatoren A und B die retardierte Green-
funktion durch

G 1) = G- 1) = =i6(t - /) ([A0.Bw) ) 2.14)
definiert, wobei ( > den Erwartungswert bzgl. des Grundzustandes bezeichnet. T, ist der

Wicksche Zeitordnungsoperator. Weitere Greenfunktionen sind die avancierte und die kau-
sale Greenfunktion. Fiir die folgende Betrachtung geniigt die retardierte Funktion jedoch.

Die zugehorige Spektralfunktion ist definiert durch

Aupt, 1) = %T( [A(z),ﬁ(z’)L ) (2.15)

Den Zusammenhang zwischen der Greenfunktion und der obigen Spektralfunktion erhilt man
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aus der folgenden Darstellung der Heaviside-Theta-Funktion:
+0o0

i e—ix(t—t’)
Ot-1)=— fdx . wobei = 0"
2n x+1in

—00

+00

= G (w) = f dt e (=i) O(f) 21t Aap(t)

+00 +00 +o00
A !
= fda)’ fdx AB(Lf) ) 1 {fdt exp (—i(x — w + ') t)]
x+in 2n
+00

(%)

_ f doy Aas@) (2.16)

w-w +in

—00

Hier sieht man auch, dass im Fall nicht-wechselwirkender Teilchen die lokale Spektralfunktion

1
Aw) = ZAk(cu) 2.17)
k

wobei Ay(t —1') = %( [510(0’ 6/«r(t’)]+ >

bis auf Vorfaktoren gerade der Einteilchen-Zustandsdichte entspricht, sie behilt jedoch auch
im Fall einer renormierten Fermifliissigkeit ihre Bedeutung. Hier wurde der Spinindex an der
Spektralfunktion weggelassen. Diese Konvention wird auch im weiteren Verlauf der Arbeit fiir
Spektral- und Greenfunktionen verwendet, die keine explizite Spinabhéingigkeit aufweisen.

Mit Hilfe der Dirac-Identitit |

xxin
lasst sich der umgekehrte Zusammenhang herleiten:

:p§¢ma@ (2.18)

1
Agp() = ——Im G ()] (2.19)

2.3.1. Matsubara-Methode

Fiir endliche Temperaturen 7 = 1/ miissen die Erwartungswerte, die in den Definitionen
(2.14) und (2.15) verwendet wurden, nicht mehr iiber den Grundzustand vorgenommen wer-
den, sondern iiber ein thermisches Ensemble von Zustinden. Dieses wird durch die Dichtema-
trix
5 = SXRCAH)
Z
wobei Z = Tr [exp(—,B?A{ )]
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beschrieben. Die formale Ahnlichkeit mit dem Zeitentwicklungsoperator im Heisenberg-Bild
bietet es nun an, die Zeitvariable auch komplexe Werte annehmen zu lassen. Die Matsubara-
Methode [17] betrachtet sogar nur rein imaginire Zeiten
T=1t
= A(1) = exp(H1) A exp(-H7). (2.20)

Damit lasst sich die Matsubara-Greenfunktion definieren gemif
Gl -)=(TADBE)). 2.21)

T, ist ein Zeitordnungsoperator fiir imagindre Zeiten. Die Matsubara-Greenfunktion weist
eine Periodizitidt in S auf, sodass sich eine Fourierentwicklung in den sog. fermionischen
Matsubara-Frequenzen w,, anbietet:

Gl +p) =-Gl ) (2.22)
= Gy (1) = }3 D" exp(=iwn TG (i) (2.23)
wobei w,, = —(2’"; D (2.24)

Die dazu inverse Transformation lautet

B
GYy (iw,) = f dr G (1) exp(iw,). (2.25)

0

Auch fiir diese Greenfunktion gibt es eine Darstellung mit Hilfe der Spektralfunktion

+00

GMiw,) = f do 2a2(&) (2.26)

w, — '

—00

die zugleich deren formale Aquivalenz mit der retardierten Greenfunktion verdeutlicht. Diese
ergibt sich ndmlich aus (2.26) durch die Ersetzung iw,, — w + in, wodurch man (2.16) erhilt.
Aus der Definition (2.15) und der Operator-Bewegungsgleichung erhélt man die Spektralmo-
mente M)

+00

= f dwAsp(w) " = M. (2.27)

—00

([l [aA]- A8 ) =2 (i A

t=t'
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Aus (2.26) kann man mit diesen Momenten eine Entwicklung der Greenfunktion fiir hohe
Frequenzen durchfiihren

+00

1 A
Ggﬂé)(l‘wn) — — fde

w

m=0"
+00 M(m)

_ AB

= G (2.28)
m=0 n

So ist fiir die Spektralfunktion aus (2.17) das erste Spektralmoment durch
MO =27A4,(0) = [a,f,ekL =1

gegeben. Das bedeutet fiir die entsprechende Greenfunktion

1
= G (iw,) = — + O Jiwa| ). (2.29)
Wy,
Fiir die Greenfunktion in imaginérer Zeit ergeben sich mit den Spektralmomenten die Sum-
menregeln
. (0" "
M =t 640 - )

_ (G;Ag)(OJr))(n) _ (GXZ)(O_))(n) .

Die n-te Ableitung der Greenfunktion hat an 7 = 0 eine Sprungstelle, die Diskontinuitét ist
gerade durch das n-te Spektralmoment gegeben.

2.3.2. Spinsuszeptibilitat

Ein Beispiel einer hoheren Greenfunktion ist die longitudinale Spinsuszeptibilitit [19]. Sie
ist die Korrelationsfunktion fiir die z-Komponente des Spin-Operators S.. Thre Darstellung in
Matsubara-Frequenzen lautet

B
xtivg) = [ dr(8.08.0)) e (2.30)
0
wobei v,, = 2%( eine bosonische Matsubarafrequenz ist. Eine Divergenz in der statischen

Spinsuszeptibilitit y(0) bei endlicher Temperatur deutet auf eine ferromagnetische Instabilitit

10
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hin. Dann geniigt bereits ein infinitesimal kleines Feld, um eine magnetische Ordnung her-
vorzurufen. Ein paramagnetisches Verhalten ist durch ein Curie-Verhalten charakterisiert, d.h.

X(0) o< 1.

2.4. Dynamical Mean Field Theory

Die Idee einer Mean-Field-Theorie ist, fiir ein gegebenes Gitterproblem eine approximati-
ve, effektive Beschreibung durch einen einzigen ausgewihlten Gitterplatz zu finden. Damit
werden nur lokale Freiheitsgrade beriicksichtigt, die zusétzlich an ein effektives externes Bad
gekoppelt werden, dass aus den iibrigen Freiheitsgraden hervorgeht. Rdumliche Fluktuationen
werden damit nicht berticksichtigt. Im Grenzfall unendlich vieler riumlicher Dimensionen D
oder unendlicher Koordinationszahl Z wird eine klassische Mean-Field-Theorie exakt. Bei
quantenmechanischen Problemen ist eine solche Nédherung jedoch nicht addquat. Den korrek-
ten Limes D — oo erhélt man in diesem Fall durch ein dynamisches effektives Feld [8], sodass
quantenmechanische Fluktuationen weiterhin beriicksichtigt bleiben. Die Selbstenergie wird
in dieser Niherung lokal, also k-unabhingig:

2k, w) = Z(w). (2.31)

Das urspriingliche Gitterproblem geht iiber in ein Storstellenproblem, wobei sich eine zusitz-
liche Selbstkonsistenzbedingung fiir das effektive Feld ergibt.

2.5. Cer und Cer-Verbindungen

Bei Atomen der Seltenen Erden oder Lanthanide haben die Valenz-Elektronen einen 4f-Cha-
rakter. Beim Einbau dieser Atome in ein Gitter eines Festkorpers bewirken mehrere Effekte
eine Aufspaltung der verschiedenen 4f-Niveaus [5]: zunichst die Spin-Bahn-Kopplung (SO),
und auBerdem das Kristallfeld (CF). Aufgrund der starken Lokalisierung der 4f-Niveaus in der
Néhe der Atomkerne und der daraus folgenden Abschirmung durch die stirker delokalisierten
5p- und 6s-Elektronen hat die Spin-Bahn-Kopplung dabei eine grolere Auswirkung.

Bei der folgenden Betrachtung soll nur Cer eine Rolle spielen, das im Festkorper als Ce*-
Ion vorliegt und nur ein f-Elektron aufweist. Wie in Abbildung 2.1 fiir kubische Symmetrie
dargestellt, spaltet die Spin-Bahn-Kopplung das 4f-Niveau in zwei 6- bzw. 8-fach entartete
Niveaus auf, die Eigenzustinde zum Gesamtdrehimpuls J sind, wobei die zugehorigen Quan-
tenzahlen j = 5/2 bzw. j = 7/2 sind. Letzteres ist das energetisch hoher gelegene Niveau,
und der energetische Abstand dieser beiden Zustdnde ist so grof}, dass eine thermische Be-
setzung des hoheren Niveaus praktisch nicht auftritt. Fiir eine Beschreibung des Verhaltens
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2. Grundlagen

bei kleinen Temperaturen durch ein effektives Modell geniigt also die Beriicksichtigung des
5/2-Multipletts. Das durch benachbarte Atome hervorgerufene Kristallfeld bewirkt nun eine

t Ce™,j=7/2 Ce*:s=151=3
>
2
@
5 > Heo > Heer > He,
[
[
3 ~10 K
2
~100 K L [
Ce®, j=5/2 e ——— I
spin-orbit  CF Zeeman
coupling  spliting splitting

Abbildung 2.1.: Aufspaltung des 4f-Niveaus in Cer in kubischer Symmetrie, aus [5]

weitere Authebung der Entartung. Das Niveau j = 5/2 spaltet je nach Kristallsymmetrie in
mehrere zwei- bis vierfach entartete Niveaus auf. So liegen in hexagonaler Symmetrie drei
Dubletts vor. Diese sind Eigenzustinde zur z-Komponente j, des Gesamtdrehimpulses, also
|+ 1/2), |+3/2) und |+ 5/2). Der Abstand zwischen den einzelnen Dubletts ist deutlich ge-
ringer als die Aufspaltung durch die Spin-Bahn-Kopplung, sodass eine thermische Besetzung
aller Dubletts moglich ist. Durch den Zeeman-Effekt in einem externen Magnetfeld kann die
Entartung vollstindig aufgelost werden, wobei der Abstand zwischen den Niveaus hier noch
einmal kleiner ist als bei der Kristallfeld-Aufspaltung.

Die in Abbildung 2.2 dargestellte Spektralfunktion zeigt, dass auch in einem Festkorper An-
zeichen dieser aufgespaltenen Niveaus zu finden sind. So kann der Bereich A mit erhohtem
spektralem Gewicht direkt auf die Auslosung eines Elektrons aus dem Grundzustand des 4f-
Niveaus (4f! — 4 ) zuriickgefiihrt werden. Bei der mit D bezeichneten Resonanz handelt es
sich um die in Abschnitt 3.3 besprochene Kondo-Resonanz. Diese hat aufgrund der SO- und
CF-Aufspaltung weitere Satelliten, die im Spektrum in den Bereichen B und F bzw. C und E
auftreten.

Experimentell kann durch die Photoemissions-Spektroskopie (PES) direkt auf den Teil
der Spektralfunktion zuriickgeschlossen werden, der aufgrund der Fermi-Verteilung besetzt
ist. Der Bereich oberhalb des chemischen Potentials kann nur bis zu einer Energie von der
GrofBenordnung der thermischen Energie untersucht werden, der iibrige Bereich ist durch die
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2.5. Cer und Cer-Verbindungen

Fermi-Verteilung abgeschnitten. Der iibrige Teil ldsst sich mit der inversen Photoemissions-
Spektroskopie (IPES) vermessen. In Abbildung 2.3 sind PES-Spektren der Cer-Verbindung
CeCu,Si, bei verschiedenen Temperaturen dargestellt. Fiir sinkende Temperaturen beobachtet
man hier insbesondere die Ausbildung einer Kondo-Resonanz am chemischen Potential.

Py
[
|
1

-0.02 0 0.02 0.04 i M
energy o

41 density of states [arb. units]

energy oD

Abbildung 2.2.: f-Spektralfunktion des Single-Impurity-Anderson-Modells aus Rechnungen
im Rahmen der Non-Crossing-Approximation, aus [20]
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2. Grundlagen

normalized intensities [arb. units]

energy below E, [meV]

Abbildung 2.3.: Oben: theoretische f-Spektralfunktion fiir CeCu,Si,, Unten: Spektralfunkti-
on aus Photoemission-Spektren von CeCu,Si,, aus [20], klein sind die Roh-
spektren dargestellt
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3. Anderson-Modell

In Festkorpern der Ubergangsmetalle mit besetzten 3d-Orbitalen oder Elementen der Lantha-
nide mit besetzten 4f-Orbitalen ergibt sich ein Wechselspiel zwischen den aus iiberlappenden
s- und p-Orbitalen gebildeten Elektronenbédndern, in denen sich die Elektronen frei, d.h. ohne
Wechselwirkung bewegen konnen, und den stark lokalisierten 3d- oder 4f-Zustdnden, in denen
sie aufgrund der raumlichen Nihe eine starke Coulomb-AbstoBung erfahren. Diese Kompo-
nenten kann man im sog. Single-Impurity-Anderson-Modell (SIAM) [3] einfangen. Es be-
schreibt ein Bad von freien, nicht-wechselwirkenden Elektronen, die durch eine Bandstruktur
€(k) = ¢ der Bandbreite W beschrieben werden. Diese Elektronen werden durch die Operato-
ren ézg beschrieben. An dieses Bad sind Elektronen auf einer lokalisierten Storstelle gekoppelt,
denen die Operatoren £, zugeordnet sind. Auf dieser Storstelle gibt es eine lokale Coulomb-
AbstoBung analog dem Hubbard-Modell. Der Hamilton-Operator setzt sich demnach aus den
Anteilen des Bades, der Storstelle, und der Hybridisierung zwischen diesen zusammen:

H = 7’{bath + Whyb + 7’{imp (31)
~ _ At A
Hyan = Z € CroCho
ko
2 _ N * PP A
Whyb - Z chko-fo' + ka(TCkO"
ko

Das chemische Potential wurde hierbei in der Definition der Bandenergien ¢, absorbiert. Die
Hybridisierungstirke V, ergibt sich durch ein Uberlappintegral

V, = f dr ¥ (r) Fiyp.ia O (r) (3.2)

zwischen den Blochwellen W, (r) der Leitungselektronen und den Wellenfunktionen der loka-
lisierten Elektronen @ ¢(r).
Der Hamilton-Operator fiir die Storstelle hat im Fall eines einzelnen lokalen Orbitals die Form

. - LY
Hip = Z efif + U(nfT - 5)(% - 5) (3.3)

o

A

Hy
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3. Anderson-Modell

wobei € bei U = 0 die energetische Lage des Niveaus relativ zum chemischen Potential
bezeichnet. Bei der speziellen Wahl €, = 0 ergibt sich das symmetrische SIAM. Es weist eine
Teilchen-Loch-Symmetrie auf, denn es liegt gerade Halbfiillung vor:

(App )+ (g ) =1

Die Stirke der Coulomb-Abstoflung U bei Doppelbesetzung ist durch das Matrixelement des

Coulomb-Potentials gegeben:
2

fdrdr O(r) d)}(r) -

Da im iibrigen Teil der Arbeit allein die thermischen Greenfunktionen aus (2.21) von Interesse

O s(r) Ds(r'). (3.4)

sind, wird im Folgenden deren oberer Index (M) weggelassen. Die thermische Storstellen-

Greenfunktion
Gyr(r—7) =(T: fi() (=) (3.5)
erfiillt eine Dyson-Gleichung, die sich nach Definition der Hybridisierungsfunktion geméaf
: Vil
Aliw,,) = _ 3.6
(iwn) ; —iWy, + € (3.6)
in der Form
. () . . . -1
G yf(iwy) = (G)iwn) - Z(Zwm)) = (iwn — € + Aliwy) - Z(iwy)) 3.7)

schreiben ldsst. Umgekehrt erhilt man die Selbstenergie durch
-1 -1
Z(iwn) = (GViwn)) = (Gliwn)) (3.8)

Gi,.of). ist dabei gerade die Greenfunktion det Storstelle, wenn die Selbstenergie verschwindet,
also wenn keine Coulomb-AbstoBung vorliegt.

3.1. Bewegungsgleichung der Greenfunktion

Der in (3.7) verwendete Ausdruck fiir die freie Greenfunktion G( (lwm) ergibt sich dabei aus
der Bewegungsgleichung fiir die Greenfunktion. Dazu beginnt man mit der Bewegungsglei-
chung fiir Operatoren im Heisenberg-Bild [2]:
0. A ) A
gckv = [7{, ck(,] = —&ly — Vif,, (3.9

fo ZVkaO_ ﬂy,f]

(ef - —) Z Vite, - Un_, f.. (3.10)
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3.1. Bewegungsgleichung der Greenfunktion

Daraus erhélt man fiir die Komponenten der Greenfunktion ein System von gekoppelten Dif-

ferentialgleichungen
0
(g - fk) Guw (T —1)=0wo(t—7)+ V,Gp(t—-7) (3.11)
2 — € + % Gur-1)= ViGu(t—1") + U< f?(r) n_,(1) 6k,0(7’)> (3.12)
or -
0 , )
- (ar, + fk') Gt =) = VG =7 (3.13)

9 U A
(% — €+ 5) Gt —7)=6(r—7)+ Zkl ViGiy(r =)+ U{ fi@) i, (1) () ). (3.14)

Dabei sind { £1(1) _,(1) &,,(x') ) und { fi(1)a_,(7) f,(=') ) hishere Greenfunktion, die aus
dem Kommutator [7:((] fa] hervorgehen.

Die freie Bad-Greenfunktion gy (7t — 7') = 0 gi(t — 7’), die sich fiir den Fall V; = 0 ergibt,
erfiillt die Bewegungsgleichung

or
S (iwy — &) gliv,) = 1. (3.15)

0
(— - ek) alr-7) =87

Setzt man (3.13) und (3.15) in (3.11) ein, so erhilt man

0 0 0 0
- (8_7' - Ek) (87’ + fk') G (T —1') = =0 (E - fk) ((')T’ + fk')gk(T -7)

+ V;:fo(‘l' — T’)Vk/ .

Durch Fouriertransformation (2.23) zu Matsubara-Frequenzen erhélt man ein System von al-
gebraischen Gleichungen, das sich unter Verwendung von (3.15) weiter umformen lésst:

—(iwp — &) (—iwn + &) G (iwy) = =6 (IWn — &) (—iwy, + &) gi(iwy)
+ VZ fo(zwm) V.
& G (iwy) = O gkliwn) + giliwy) Vi Gy iliwy) Vie gi(iwy). (3.16)
Diese Gleichung gibt den Zusammenhang zwischen der Bad-Greenfunktion und der Storstel-

len-Greenfunktion an. Letztere ist gerade die Streu- oder T-Matrix fiir die Badelektronen.
Nach inverser Fouriertransformation (2.25) erhilt man

B

G (T =17) = O gt = 7') + deldegk(T —T)ViGrp(t =)V ge(t2 = 7). (3.17)
0
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3. Anderson-Modell

SchlieBlich ergibt sich durch Summation iiber alle Impulse k und k" die neue Greenfunktion
¢, die spiter von Bedeutung sein wird.

Y(r-1)= E ViGu (T —=1) V),
ok
B

=Ar-7)+ delde AT =1))Gyp(T) = T2) A(T, = 7). (3.18)
0

Im unkorrelierten Fall U = 0 kann man das Gleichungssystem (3.11) bis (3.14) schlieen, da
es keine Beitridge hoherer Greenfunktionen gibt. Somit erhélt man fiir die freie Storstellen-
Greenfunktion aus (3.14) und (3.13) die Gleichung

|Vk|
m =€) Gy liwn) = 1 = G{iw, §
(iwm — €7) Gy (iwp) (iwm) E
k)
& GWiw,) = |iw, - +§ k , 3.19
(lw ) = |iw, — € T e ( )

welche gerade dem in (3.7) verwendeten Ausdruck entspricht.

Kennt man die ersten Momente der Entwicklung (2.28), so kann man daraus eine analoge Ent-
wicklung der Selbstenergie durchfiihren. Dazu benétigt man jedoch zusitzlich das Verhalten
der Hybridisierungsfunktion fiir |iw,,| > W

Aliw,) = -

= —,A(O) + O(Iiw,,l‘z).

iw,

Die Entwicklung der Selbstenergie lautet dann

1 MO 1 M® (M(l))Z
. . _ _ - _ (0) . -2

S(iwy) = iw, (1 M(O))WL((M(O))2 f) ((M(O))Z oy A )+0(|w),,| ). (320)
Gibt es keine Einschrinkung des Hilbert-Raumes, so gilt M® = 1, und liegt weiterhin Halb-
fiillung vor, d.h. € = 0, so ergibt sich Re[G(iw,,)] = 0, d.h. fiir alle ungeraden n ist M® = 0.
Somit verbleibt

1

L(iwy,) = -

iw,

(M<2> + A(O)) +0 (|iwn|—2) . (3.21)
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3.2. Atomarer Limes

3.2. Atomarer Limes

Im Grenzfall V. — 0 sind Storstellen und Bad entkoppelt. Fiir die Storstelle ergeben sich
vier Zustdnde [12]. Zum einen erhélt man jeweils zwei nicht entartete Konfigurationen ohne
Besetzung bzw. mit Doppelbesetzung

N U N U
Fliny 10) = 10 und Fiiy | 11) = (2ef + Z) |10,

die kein magnetisches Moment aufweisen. Zum anderen gibt es zwei entartete einfach besetzte
Konfigurationen

P | 1= (6= 5 ) 1 1 und Fy | 1= (6= 2 )1 1.

Diese tragen ein magnetisches Moment und zeigen in der Suszeptibilitit ein Curie-Verhalten.

Die Storstellen-Greenfunktion erhélt man durch direktes Auswerten von

Tr [eXP(—,B Hinp) fi(7) f(r]
Tr [exp(—ﬁ 7:(imp)] -

Gy =(T- fim f, ) = (3.22)

Alternativ kann man in diesem Grenzfall das System der Gleichungen (3.11) bis (3.14) di-
rekt 16sen. Die Greenfunktionen fiir Storstelle und Bad sind separiert, und die Badelektronen
werden durch die freie Badgreenfunktion

1

W, — €

G (iwy) = O (3.23)

beschrieben. Fiir den Fall eines einzelnen Orbitals und die spezielle Wahl von 7:(U aus (3.3):
?A{U =U (ﬁT -1/ 2) (ﬁ LT 1/ 2) erhilt man fiir die Storstellen-Greenfunktion [12] zur Spinori-

entierung o
() ()

wn — (67— U/2)  iw, — (e + U/2)

Grolion) = i (3.24)
Diese Terme beschreiben gerade die Besetzung des zuvor unbesetzten Orbitals mit einem
Elektron bzw. die Doppelbesetzung, je nachdem, ob bereits ein Elektron mit entgegengesetz-
ter Spin-Orientierung vorhanden ist. Die Anregungsenergien sind die Energiedifferenzen zwi-
schen unbesetztem und einfach besetztem bzw. zwischen einfach und doppelt besetztem Zu-
stand.
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3. Anderson-Modell

3.3. Kondo-Regime

Im nicht-wechselwirkenden Fall werden die lokalisierten 4f-Zustidnde durch die Hybridisie-
rung verbreitert, und es entsteht eine Resonanz, deren Breite sich nach [12] durch

Ex=7) Vil 64 = 1V2p(0) (3.25)
k

ergibt, wobei man die zweite Umformung fiir eine k-unabhéngige Hybridisierungsstirke V, =
V erhilt, sodass sich mit p(0) die Zustandsdichte der Badelektronen am chemischen Potential
ergibt.

Ein Grundzustand mit einem lokales Moment liegt genau bei einfacher Besetzung vor, im
atomaren Grenzfall heilt das, wenn ¢, — U/2 < 0 < € + U/2. Genau dann ist ndmlich
die einfach besetzte Konfiguration die energetisch giinstigste. Bei V; # 0 liegt weiterhin ein
lokales Moment vor, solange Ex < —€; + U/2, €, + U/2. Die Besetzung ist dann beinahe
immer eins, und es finden in guter Nidherung nur virtuelle Anregungen in den unbesetzten
bzw. doppelt besetzten Zustand statt. In diesem Regime kann man das STAM auf ein effektives
Modell transformieren, das s-d-Modell

Y AT A AT AT A &~ At A & (At A AT A
Hoy = Z &l Crp + Z Juw (S Crlur +S 0l + 5, (cchk,T - cklck/l)). (3.26)
k,o k,k’

$* und S. sind Spin-Operatoren des lokalen Orbitals. Die Stirke der effektiven antiferromag-

netische Austauschkopplung Jy- erhilt man nach der Transformation aus den Parametern des
SIAM durch

1 1
Jw =V Vi + > 0. 3.27

. k k(U/2+ef—e,; ek—ef+U/2) (3:27)
Die hochenergetischen Ladungsfluktuationen wurden also ausintegriert, lediglich die sich er-
gebenden effektiven, niederenergetischen Spinfluktuationen sind von Bedeutung. Das s-d-
Modell beschreibt Streuprozesse der Leitungselektronen an der Storstelle, wobei die Terme
A+AT
S ¢
und dem lokalem Elektron verursachen. Durch diese Wechselwirkung zwischen den Spins

¢sp und S_éZTék, | zusitzlich einen simultanen Spin-Flip von dem Leitungsbandelektron

entsteht der sogenannte Kondo-Effekt, der sich u.a. in einem Minimum des spezifischen Wi-
derstandes dufBert. Unterhalb einer gewissen Temperatur steigt dieser wieder an und erreicht
schlieBlich fiir 7 — 0 einen Sittigungswert. Das beschriebene Verhalten ldsst sich in den
Widerstandskurven in Abbildung 3.1 wiederfinden. In diesem Fall muss man natiirlich et-
was vorsichtig sein, da es sich nicht um eine einzelne Storstelle handelt, sondern um einen
Festkorper mit einer gewissen Storstellen-Konzentration.
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3.3. Kondo-Regime

RESISTIVITY,

1 1 | 1
[+] 4 B8 12 & 20 24 28 3z 36 40 44 48 52 56 €0
TEMPERATURE, °K

! 1 | 1 ! 1

=]
©
B

Abbildung 3.1.: spezifischer Widerstand in Abhéngigkeit von der Temperatur fiir verschiede-
ne Mo-Nb-Legierungen mit 1% Fe, aus [22]

Gleichzeitig entwickelt sich eine typische Energieskala, die durch die sogenannte Kondo-
Temperatur Tk charakterisiert wird. Fiir diese gilt unter der vereinfachenden Annahme einer
k-unabhingigen Austauschkopplung J nach [16]

Tx ~ Wexp (— ) (3.28)

20(0)J

Fir T — 0 bildet sich unterhalb von T ein Singlett aus Storstellen- und Leitungsband-
zustdanden heraus, welches energetisch giinstiger ist als der einfach besetzte atomare Zustand.
Mit der Ausbildung dieses Singletts ergibt sich eine zunehmende Abschirmung des lokalen
Spins durch die Leitungselektronen, und somit eine Abweichung vom Curie-Verhalten in der
Suszeptibilitit. Fiir 7 — 0 wird eine vollstandige Abschirmung des lokalen Spins erreicht,
sodass eine endliche Suszeptibilitidt verbleibt, die von der GroBenordnung y(0) ~ 1/Tk ist.
Abbildung 3.2 zeigt den typischen Verlauf der inversen Suszeptibilitit. Unterhalb der Kondo-
Temperatur erkennt man eine Abweichung vom linearen Verlauf, und schlieBlich geht die
Suszeptibilitit fiir 7 — 0 in eine Sittigung.

In der Spektralfunktion ergibt sich durch den Kondo-Effekt die sogenannte Kondo-Resonanz
[1] nahe dem chemischen Potential. Ein entsprechendes Spektrum zeigt Abbildung 3.3. Die
Breite des Peaks bei w = 0 ist dabei von der Groflenordnung T'x. Zusitzlich zu dieser Resonanz
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3. Anderson-Modell

sieht man zwei weitere Bereiche mit groBerem spektralem Gewicht, einer bei w ~ e,—U/2 ge-
legen, der dem Ubergang f! — f° zugeordnet werden kann, und ein weiterer bei w ~ €;+U/2,
der zum Ubergang f' — f? gehort.

204

— T=0 Limit

T

Tk

Abbildung 3.2.: inverse Suszeptibilitit in Abhiingigkeit von der Temperatur, Ergebnisse aus
Berechnungen mittels Numerischer Renormierungsgruppe, aus [25]

3.4. Weitere Parameterregime

Wird nun entweder €, — U/2 oder €; + U/2 dem chemischen Potential angenihert, sodass
le;—U/2
die Besetzung der lokalen Storstelle kann signifant von eins abweichen. Die Transformation

,|ef + U/ 2| ~ E,, dann werden auch Ladungsfluktuationen immer wichtiger, und

auf das s-d-Modell ist dann keine giiltige Approximation mehr. Dieses Mixed-Valence-Regime
hat fiir Systeme mit einer periodischen Anordnung von Storstellen eine grofere Bedeutung
[12]. Zudem gibt es zwei nicht-magnetische Regime, in denen das lokale Orbital unbesetzt ist,
d.h. ¢, — U/2 > E,, oder doppelt besetzt ist, wenn also —(e; + U/2) > E|.
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3.5. Mehr-Orbital-Modelle
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Abbildung 3.3.: Spektralfunktion des symmetrischen SIAM aus Berechnungen mittels Funk-
tioneller Renormierungsgruppe, aus [13]

3.5. Mehr-Orbital-Modelle

Durch Hinzunahme weiterer lokaler Orbitale kann z.B. die Valenzschale eines 4f-Metalls mo-
delliert werden. Die Entartung der atomaren Orbitale wird durch Spin-Bahn-Kopplung und
das Kiristallfeld, also die Wechselwirkung mit benachbarten Atomen und ihren Elektronen,
teilweise aufgehoben, und es ergibt sich ein Spektrum von energetisch getrennten Orbitalen,
wobei je nach Geometrie eine gewisse Entartung verbleibt. Der Hamiltonoperator der loka-
len Storstelle lautet fiir eine sehr einfache lokale Coulomb-AbstoBung, und zweifach entartete
Zustinde, die durch eine Orbitalquantenzahlen @ und eine Spinquantenzahl o charakterisiert
werden

'y ~ U A A
Finp = ) €oflofoc + 5 R (N(f - 1) (3.29)

a,o

wobei KV = Z Al
o

Die GroBe des Hilbert-Raumes .7# wichst dabei allerdings exponentiell mit der Anzahl der
Orbitale M an, denn dim(.7#) = 2?™. Eine Vereinfachung ergibt sich im Grenzfall U — oo
da dann nur noch der unbesetzte und alle einfach besetzten Zusténde erlaubt sind. Im obigen
Grenzfall wichst die Grofle des effektiven Hilbert-Raumes dann nur noch linear, es gilt also
dim(7 ;) = 2M + 1, da mit jedem neuen Orbital nur jeweils ein Zustand fiir jede Spin-
orientierung hinzukommt. Die einfache Form des Hamilton-Operators in (3.29) ist in diesem
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3. Anderson-Modell

Grenzfall gerechtfertigt, da effektiv keine Wechselwirkung der Elektronen untereinander mehr
vorhanden ist. Dennoch geniigt diese Niherung, um die 4f-Orbitale der Ce**-Tonen in Cer-
Verbindungen durch das Anderson-Modell zu beschreiben, da sich bei diesen hochstens eine
einfache Besetzung ergibt.

Fiir zwei Orbitale bilden die Produktzustinde

10) =10,0), [1) = [ 1,0), 12) = [ 1,0, [3) = 0, T), [4) = 0,])

aus den Einzelorbital-Zustinden eine Basis des Hilbert-Raumes, in der sich der Hamilton-
Operator darstellen ldsst als

00 0 0 O
0 e 0O 0 O
Himp={0 0 & 0 Of. (3.30)
00 0 ¢ O
0 0 0 0 ¢

Die Storstellen-Greenfunktion (3.5) ist nun eine Matrix entsprechend der Anzahl der lokalen
Orbitale mit den Eintrdgen

Gow (T =) = (Te fl, 0 f ().

Im erwihnten Grenzfall U — oo gilt die kanonische Kommutationsrelation fiir fermionische
Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren nicht mehr, stattdessen ergibt sich

[fjo-, f;’g":l_'_ = fja- fa/o" + fa/(r’ ﬁa’
= |a,o)0[|0Xa’, 0’| + [0) (', o ||, o)(0]
—_————

50&'60'0"
ﬁw+(1—N(f)) ,a=a,0 =0’
=9 . A (3.31)
Jao foor , sonst.
Fiir das Hochenergieverhalten der Storstellen-Greenfunktion bedeutet dass
MO
Goo(iwn) = — + Oliw,[), MO < 1. (3.32)
iw

m

Aus der entsprechenden Entwicklung der Selbstenergie aus (3.20) folgt dann im Gegensatz zu
(3.21), dass X(iw,,) = O (iw,,), da der Koeflizient des linearen Terms nicht verschwindet.
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3.6. Gittermodell - Periodic-Anderson-Modell

3.6. Gittermodell - Periodic-Anderson-Modell

Eine einzelne Storstelle, wie sie im SIAM beschrieben wird, fiihrt bei einer Kopplung an
ein Bad von N, Gitterpunkten zu einer Verschiebung der energetischen Zustinde von der
GroBenordnung 1/N.. Im thermodynamischen Limes hat sie also keine Auswirkung, dafiir ist
eine endliche Konzentration von Storstellen nétig. Dies kann man u.a. dadurch erreichen, dass
man eine periodische Anordnung von Storstellen einfiihrt. Dadurch erhélt man das Periodic-
Anderson-Modell (PAM), dessen Hamilton-Operator im Ortsraum

Heam =—1 ). (ehej, +2,6,)+ Y (Vel i + V' fie,)

<i,j>,0 i,or
. . 1 1
+Z€.fﬁ-§ﬁg+ZU(n{T—§)( {l—i) (3.33)

lautet, und ein Gitter beschreibt, in dem an jeden Gitterplatz eine Storstelle gekoppelt ist.
Zwischen benachbarten Badplétzen < i, j > kann ein Hiipfen mit der Amplitude 7 stattfinden,
zwischen den Storstellen soll es jedoch keinen direkten Austausch geben. Im k-Raum kann
man den nicht-wechselwirkenden Teil des Hamilton-Operator in Matrixschreibweise darstel-

Hpam = Z (CkO"‘ka')( . ;) (j?l:r] + Z U(ﬁz{T - %) (ﬁ{l B %) (3.34)

k.o i
N’

2%

len

Die Greenfunktion des Gittermodells erhélt im Folgenden zur besseren Unterscheidung von
den GroBen der Einzelstorstelle den oberen Index (L). Sie ergibt sich aus dem Hamilton-
Operator (3.34) und der Selbstenergiekorrektur durch

-1

(L) (. 7O, 1 (z- & =2k, 2) -V )
GD(k,z) = (z 5% - Sk, z)) - ( o s

Gk, 7) G(L)(k 2) (3.35)
6Pk G“)(k 2) '
Aus der Inversionsformel
A UY' ((A-UC'V)Y' (V-CU'A)!
_ el e (3.36)
Vv C (U-AV=O) (C-VAT'U)
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3. Anderson-Modell

erhélt man fiir die Diagonaleintridge der Greenfunktion die Ausdriicke

1 -1
V*
z— € — Xp(k,2) )

GBP(k,z) = (Z —&—2c(k,2) =V

1 -1
GV k,7)=|z—€ —2Zik,2) - V* V] . 3.37
ff( Z) (Z Ef f( Z) — € — ZC(k$ Z) ) ( )

3.6.1. Unkorrelierter Grenzfall

Im nicht-wechselwirkenden Fall, d.h. fiir U = 0, erhélt man durch die Hybridisierung der
c-Elektronen mit den f-Elektronen eine Verdnderung der Bandstruktur, wie sie in Abbildung
3.4 fiir ein zweidimensionales Tight-Binding-Band gezeigt ist. Durch die Hybridisierung ent-
steht eine Kopplung der c- und f-Elektronen, sodass sich effektive Teilchen von gemischtem
Charakter ergeben. Gleichzeitig wird das Schneiden der Energieniveaus bei € = € durch die
Ausbildung einer Bandliicke E, verhindert, die fiir kleine Werte von V gemiB E, ~ V?/2
skaliert. Die Diagonalisierung des Hamilton-Operators (3.34) fiir U = 0 ergibt fiir die Disper-
sionsrelation der beiden Bénder

L1
gli_) = 5 (Gk + €+ \/4V2 + (& — Gf)z) . (3.38)

Das obere Band hat sein Minimum bei k = (0, 0) wihrend das Maximum des unteren Bandes
bei k = (m,n) liegt. Die direkte Bandliicke liegt dagegen bei ¢ = 0. Sie betrigt E,; = 2V.
Selbst eine sehr kleine Hybridisierung sorgt also dafiir, dass sich ein isolierender Grundzu-
stand ergibt, wihrend fiir V = 0 ein metallischer Zustand resultiert. In der Zustandsdichte, die
in Abbildung 3.5 gezeigt ist, wird ebenfalls die Ausbildung einer Bandliicke deutlich. Im Fall
V = 0 liegt eine zentrale Van-Hove-Singularitét vor, die aus den Sattelpunktes des Bandes bei
€ = 0 hervorgeht. Dagegen ergeben sich bei V' # 0 zwei weiter von € = 0 entfernt gelegene
Singularitdten. Diese gehen kontinuierlich aus der urspriinglichen, zentralen Singularitét her-
vor. Aullerdem entstehen zwei direkt an den Bandkanten gelegene Singularitéten, die aus dem
flachen Bandverlauf am Rand der Brillouin-Zone bzw. um k = 0 resultieren.

3.6.2. DMFT-Approximation

Die in der DMFT erhaltene Vereinfachung des Gitterproblems in unendlich vielen rdumlichen
Dimensionen kann auch als Niherung fiir endliche Dimensionen verwendet werden. Das PAM
kann im Rahmen dieser DMFT-Approximation in das SIAM {iberfiihrt werden [9], wobei die
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3.6. Gittermodell - Periodic-Anderson-Modell

=0 V=0

(mm O 0  (@mm k (mm (01 0,0 (@mm >

Abbildung 3.4.: Bandstuktur, Entstehung einer Bandliicke durch die Hybridisierung mit
Storstellen bei e, = 0.0
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Abbildung 3.5.: Zustandsdichte, Auswirkung der Hybridisierung
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3. Anderson-Modell

Selbstkonsistenzbedingung

fo = G}I}),loc
1 1
=— Y GPk, 3.39
-6 +AR) - 242) chk: 71k, 2) (3.39)

gelten muss. Die Storstellen-Greenfunktion des SIAM G/ ist also gleich der lokalen Gitter-

Greenfunktion des PAM G}L;,zoc-

Greenfunktionen aus (3.37), da nur die Energie der f-Elektronen renormiert wird [8]:

Weiterhin vereinfachen sich in dieser Approximation die

1 -1
V*
=€ —Xp(k,2) )

1 -1
Gﬁmaz&—q—;m@—vz eﬁ . (3.40)
’ - &

G$®@=&—q—v

Iterativ gelangt man somit auf die selbstkonsistente Losung des Gitterproblems im Rahmen
der DMFT-Approximation, wie es die Abbildung 3.6 verdeutlicht. Aus der Selbstenergie, die
man durch einen Storstellenloser, z.B. durch QMC-Simulation, erhilt, kann man aus (3.39)
eine neue Hybridisierungsfunktion A’(iw,,) ableiten. Ist das Ergebnis, also dem vorherigen
Ergebnis in einem gewissen Sinne dhnlich, so kann aus (3.40) die Greenfunktion des Gitter-
modells abgeleitet werden. Die Selbstkonsistenz kann z.B. dann als erfiillt angesehen werden,
wenn gilt
A=Al <e

wobeli € eine gewihlte Schranke ist und || - || eine Norm bezeichnet.

Start: | _~| A(iw,) |7

>=0 // A7)

‘J/a—selbstkonsistent? lQMC
: G
z (i, )

~—| G,(i»,) /

Abbildung 3.6.: Selbstkonsistenz-Zyklus in der DMFT-Approximation

G (iw,)
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4. Beschreibung des Algorithmus

In diesem Abschnitt wird die Entwicklung der Zustandssumme vorgenommen, die den Kern
des in [23], [24] und [11] ausgearbeiteten CTQMC-Algorithmus darstellt.

4.1. Entwicklung der Zustandssumme in der
Hybridisierung

Die groBkanonische Zustandssumme eines quantenmechanischen Systems kann nach [2] als
Funktionalintegral {iber Grassmann-Variablen geschrieben werden geméaf

Z= fD[!/_/,l//] exp(—=S [, ¢1) 4.1

wobei die Wirkung S gegeben ist durch
( 0
Sl yl= de (J/(T)Elﬂ(ﬂ + HW@ (1), v (1)) (4.2)
0

W ist dabei der Eigenwert zu einem Feldoperator ¢, der sowohl ¢ also auch f bezeichnen soll,
d.h.

D[y, ¢] = D¢, c]DIf, f1.

Als Hamilton-Operator konnte nun (3.1) des SIAM gewihlt werden, die folgende Formulie-
rung verwendet allerdings eine Verallgemeinerung auf mehrere lokale Orbitale, sodass sich
dementsprechend auch der Hybridisierungsterm verdndert, und nun die Form

(}A{hyb = Z Vkaélt(rf/;a + Vl:(tfzaék(r’
k,a,00
annimmt, wobel eine zusitzliche Summe iiber die Orbital-Quantenzahl @ hinzugekommen ist.
Der Beitrag der lokalen Storstelle ﬂmp kann neben der lokalen Coulomb-Abstoung weitere
Terme, z.B. fiir die Coulomb-AbstoBBung von Elektronen in verschiedenen Orbitalen oder eine
Spin-Bahn-Kopplung enthalten. Die genaue Form spielt hier zunichst keine Rolle, dessen
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4. Beschreibung des Algorithmus

Anteil an der Wirkung S, der allein von den lokalen Feldern f,,, abhingt, lisst sich Abspalten
und aus dem Integral iiber die Felder der Badelektronen ¢, herausziehen. Der {ibrige Anteil
mit den Beitrdgen des Bades und der Hybridisierung soll mit S . bezeichnet werden. Dieser
hingt von beiden Arten von Feldoperatoren ab.

S=8+S5,
( 0

S.= f dr kz [akg(r)(a + ek)ckm) + 3 (Viario D 0 (0) + Vo far(De, (D) | (4.3)
0 7 @

Die Felder ¢ lassen sich aus der Darstellung in imaginérer Zeit mittels der Fouriertransforma-
tionen

- 1 o 1 .
@) =3 ) e M) y(@) =5 ) e iwn) (4.4)

in die Darstellung in fermionische Matsubara-Frequenzen w,, liberfiihren. Die dazu inversen

m m

Transformationen lauten
B B
U(iw,) = f dt e " (1) Y(iwy) = f dt ey (7). 4.5)
0 0

Nach Anwendung der Fouriertransformation auf die Ausdriicke in (4.3) ldsst sich die Ablei-
tung nach t auswerten, sodass sich

k,o mn

B
S.= [% > Of dr ei(“""“"”)T[Eka(iwm) (=i, + &) €y iwy)
+ 2 (ViawTrciom) o in) + Vi Faoliomc )| (4.6)

ergibt. Die Matsubara-Frequenz (iw,,) im Argument der Operatoren wird der Ubersichtlichkeit
wegen im Folgenden als Index m geschrieben, d.h. ¢, =~ = ¢, (iw,). Mit der Orthogona-
litdtsrelation fiir Matsubara-Frequenzen

B
f dr =" = B6,, 4.7)
0
lasst sich eine der Summen iiber die Matsubara-Frequenzen ausfiihren, und man erhélt

Sc = é Z Z [Ekrrn (_lwn + Ek) Cron + Z (Vka(rék(rnf(ya-n + Vl:aaf_;l(rncko-n) . (48)
ko n a
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4.1. Entwicklung der Zustandssumme in der Hybridisierung

Nach dieser Umformung und dem Herausziehen des Anteils der lokalen Storstelle S; aus dem
Integral iiber die Badfreiheitsgrade erhilt man damit fiir die Zustandssumme

Z- f DU, f1 exp(=Sil7. /] f DIz, ] exp(=S.[¢,c, .. 4.9)

1

Das innere Integral / ist ein mehrdimensionales GauBlintegral und lédsst sich durch Redis-
kretisierung und Entwicklung der Exponentialfunktion 16sen. Die Entwicklung ist dabei fiir
Grassmann-Variablen exakt, denn [2]

f@) =1+f0)y.

Unter Verwendung der Integrationsregeln fiir Grassmann-Variablen

fdwl lﬁ] = 61']' und fdlﬁl =0 (410)

verschwinden auflerdem einige Terme, sodass

I= fD[E,c] exp(=S.[¢,c, f, f1)

= 1_[ fdz'ko-n dcyy, €Xp [_é Z (Eksm (—iwp + &) Cg + Z ViasCrsmSusm — V:asf_afsmcksm]}

k,o,n K,S,m 1%
H _ 1 Z _ .
= dea—,1 dcko‘n 1+ B CrsmCrsm (_lwm + eK)
k,o,n K,s,m
1 . _ = 7 —
+ 2,32 Z VKlalsl VKzazSz (CklslmlfmS1m1f“2szmzckzszmz + f“252m2ckzszmzcl<151mlfa1S|m1) .

K1, ,51,M
k2l lsym)

Dieses Zwischenergebnis ldsst sich nach weiteren Vertauschungen integrieren:

| B 1 A
I = l_[ |:B (—iw, + &) + ﬁ_2 Z ViaroViaro fmmfam}

k,o,n ay,a2

1. 1 o 1
= l_[ E (_lwn + &) exXp {B Z Z Vkal(rvkazg- ﬁuo’n m fazo-n]

k,on k,on ay,a;

—lw,; + &

_ - 1 - 1
=7= f DIf, f1exp(=SLf. f1) exp [B DD FaonVier ——— v,:wfam] SCRIY

ay,a2 k,on

Serf
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4. Beschreibung des Algorithmus

Nun soll der Exponent, der eine effektive Wirkung S+ beschreibt, weiter umgeformt werden.
Nach inverser Fouriertransformation (4.5) von Matsubara-Frequenzen zu imaginédren Zeiten
erhilt man

B
_ lw,,(r ')
Seff = Z dedT’ me'(T) (Z Vkalg “i
0

1,a2,0,n

VZQZG] Jore™). (412)

l’l

Aalaz(iwn)
Hier taucht nun die Hybridisierungsfunktion A, (iw,) auf. Die Summe iiber die Matsubara-
Frequenzen ergibt gerade deren Fouriertransformation A, (iw,) — Age (T)

B
—iwy(T-7")
Seff = Z dedT fﬂlo'(T)[ ZVkmO‘m kazo')fazrr(T)
@1,02,0° Y
Aoqaz(T - T,)

Diese Summe lisst sich sogar berechnen, wenn man sie als Residuensumme einer meromor-

phen Funktion
exp(—z(t—-1)) 1
f) = =2
-7+ € exp(sBz)+ 1
versteht, wobei s vom Vorzeichen von 7 — 7/ abhingt.

{-4—1 T-17 <0
s =

-1 ,7r—7>0.

Mit Hilfe des Residuensatzes kann man diese Summe berechnen, und erhélt
—Té€

e *
Ao (7) = Zk: Vier 5o Viwr -0<T<p. (4.13)

Damit erhilt die Zustandssumme die Form

f [F, flexp(=Si[f. f) exp| > f A7 for (Ve (T = T) for o (T)

(}’(}’(J’

k

> f dTdT forg (D) Ao (T = T') frr (7)) (4.14)

CZ(I(T

f [f. Flexp(=S [ f])Z

Mit der Definition des zeitgeordneten lokalen Erwartungswertes und dem lokalen Anteil der

Zustandssumme
A A 1 _ _ n
(1.0) = DIf, flexp(=S.[f, f1) O (4.15)
loc Zloc
Zoe = f DI, flexp(=S LF. f]) (4.16)
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4.1. Entwicklung der Zustandssumme in der Hybridisierung

erhilt die Zustandssumme dann folgende Form, wobei hier die Ersetzung von Grassmann-
Variablen durch die entsprechenden Feldoperatoren f,, — £, vorgenommen wird:

+00 B
1 ’ 7 ’ 7 ’
Z=Zie kz(; o fdﬁ dr’ - drkdrk{ Z }< fam(ﬂ)faflg1 (T) - fakak(Tk)ﬁ,,;ak(Tk) >ZOC><
= 0 a,a o
X Aala’l (Tl - T/l) e A(tka;((Tk - T;c) (417)

Das Produkt aus dem lokalem Erwartungswert und den Hybridisierungsfunktionen kann nun
ein beliebiges Vorzeichen besitzen. Durch einen Trick versuchen wir daher, dieses Problem zu
umgehen. Wir benennen den Spinindex der Vernichtungsoperatoren um gemil o; — o und
summieren liber alle o’. Um keine Symmetriebrechung zu erlauben, definieren wir gleich-
zeitig Ay oo (T) = 050-Aue (7). Da eine Permutation der Indizes lediglich ein zusitzliches
Vorzeichen erzeugt, das gerade dem Vorzeichen der Permutation entspricht, lassen sich alle k!
Permutationen 7 € S (k) der 7/, 0/ und @’ im lokalen Erwartungswert zusammenfassen, sodass
man dadurch das folgende Ergebnis erhilt:

B B
1
7 = Z’“Z Z —fdﬁ drkfdrl -dti X
k=0 {a,a’,0,0"} 0 0
Z sen(r)( T £l @0 fyy o @) Fn T, o @) ), X
! nes (k)
X Aafla 0'10' (Tl - Tl) akaka'kO'k(Tk T;() (418)

Nun ziehen wir das Produkt der Hybridisierungsfunktionen in die Summe iiber 7 hinein und

benennen in Jedem Summanden die gestrichenen Variablen um, d.h. 7; — 77, . und analog

@)

ol — 0o’ iy G aﬂ,l " Dann lésst sich der Erwartungswert ausklammern, und es verbleibt
B
Z = ZlocZ Z fdﬁ--~d7'kfdr’l--~dr,’(><
k=0 {a,0,a’,0" } 0

X <TT fa’la'l (Tl)fa'la"l(T/l) o fsz'k(Tk)f’;,’{O',’{(T,k) >loc><
1
X A Z sgn(rm) Ama;i

" neS (k)

oo’ (Tk - T;—l(k))- (419)

4 T o
0'10'”71(1)( 1= 1(1)) ozka/ 1o

Ly LaI())

Da sgn() = sgn(n~') und die Permutationen eine Gruppe bilden, lisst sich die Summe iiber
alle Permutationen als Determinante einer Matrix A mit den Eintriigen A;; = Aa,—a}a’,—o‘} (t; — T;.)
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4. Beschreibung des Algorithmus

schreiben, sodass die Zustandssumme letztlich zu

B
Z= Zlvcz Z del"'dide,l"'dT;{X

k=0 {a,0,a’ 0'} 0
X (T o Do T o @ fr 70 ) . X

1 /
X o det (Aaia;w}(r,- - 7)) (4.20)
wird. Anhand dieses Ausdrucks wird deutlich, dass das statistische Gewicht einer Konfigu-
ration von Operatoren proportional zum Produkt aus dem lokalen Erwartungswert und der
Determinante der Hybridisierungsfunktion ist.

Das Vorzeichenproblem wurde also dadurch geldst, dass eine ganze Gruppe von Diagram-
men zusammengefasst wurde zu einer Determinante. Die Storungsordnung & ist dabei gleich
der Anzahl der Operatorpaare in dem lokalen Erwartungswert. Fiir spitere Zwecke definieren
wir hier noch k,,, als die Anzahl der Operatorpaare zu einem Orbital- und Spinzustand |a, o),

k = ka.

Die Matrix der Hybridisierungsfunktionen ist blockdiagonal in den Spinindizes, deren Deter-

sodass

minante ergibt sich demnach als Produkt der Determinanten der Blocke, also ist

det (A) = det( a,a 0',0' (Tl - T;)) = 1_[ det (Aaia;‘(Ti - T})‘(r-:cr':(r) ’

4.2. Berechnung der Greenfunktion

Der Ausdruck aus (3.18) fiir die lokale Bad-Greenfunktion lisst sich fiir ein Modell mit meh-
reren Orbitalen durch

goz(t’ (T - T,) = Z Vka Gkk’ (T - T/) Vlj'a’
k.’

B
= Rowr (@ + D | dT1872 Ay (7 = T1) Gy (11 = T2) Ay (2 = 7)) (421)

(19145 0
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4.2. Berechnung der Greenfunktion

verallgemeinern. Gleichzeitig gilt nach [11]

Aa'a’ (T - T/) Aaa'l (T - T/l) e Aaa; (T - T;l)
Aa o’ (T - T/)
det| :
Aa,-oz} (Ti - T;)
Aana’ (Tn - T/)
gmx’ (T - Tl) =
det (Agar(7i = 7))
= Aoor(T=T) = D Ao (T = T) M Agor(7; = ), 4.22)

i.j
wobei sich die Umformung aus den Formeln fiir Fast Matrix Updates aus Anhang A er-

gibt. Durch Vergleich von (4.22) mit (4.21) erhdlt man die Vorschrift fiir die Messung der
Storstellen-Greenfunktion mit Hilfe der Matrix M:

Gow (t=7) = ( > O 7,71, 7)) Saa, M Ouva, ) (4.23)
ij
N oftr—T1)o(t — 7. ,Ti—17.>0
wobei O(7, 7', 7;, 7)) = ( )l ) J

' —5(T—Ti+ﬂ)6(‘1"—‘1';) ,T,'—T;. <0
Man erhilt somit fiir jede Konfiguration der Storungsordnung k aus der Matrix M gerade k>
korrelierte Messwerte fiir die Greenfunktion. Wenn die Storungsordnung aufgrund der Para-
meterwahl hiaufig sehr klein oder sogar Null ist, dann erhilt man entsprechend wenige Mess-
werte, sodass diese Methode der Messung in einem solchen Fall nicht sinnvoll angewendet
werden kann. Dann muss die Greenfunktion aus dem lokalen Erwartungswert <TT e > be-

loc
stimmt werden.
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5. Implementierung des Algorithmus

Das Integral (4.20) fiir die Zustandssumme lédsst sich nun mit Hilfe der Monte-Carlo-Integra-
tion berechnen. Das Produkt aus dem lokalem Erwartungswert A(x) und der Determinante der
Hybridisierungsfunktionen D(x) wird dabei als statistisches Gewicht einer Konfiguration von
Operatoren interpretiert.
W) = 2 (T fln 00 Fy D), 25 9€t (A (7~ ) 5.1
A(x) D(x)

/. . ’
X ={a1,01, T, T} 5 U, Ok, Th, Ty )

Wie in Abschnitt 2.1 dargelegt, entspricht das Verhéltnis dieser Grofle zweier verschiedener
Konfigurationen gerade dem Verhiltnis der entsprechenden Werte der Wahrscheinlichkeits-
dichte. Damit kann ein Sampling der stationédre Verteilung mit dem Metropolis-Algorithmus
vorgenommen werden.

5.1. Updateregeln

Um die Markov-Kette der Konfigurationen abzusuchen, wird ausgehend von der jeweils aktu-
ellen Konfiguration x eine Verdnderung dieser Konfiguration generiert und vorgeschlagen. Um
die Ergodizititsbedingung zu erfiillen, geniigt dafiir das Hinzufiigen eines neuen Operator-
Paares oder das Entfernen eines bereits vorhandenen Operator-Paares. Beim Hinzufiigen soll
dabei zufillig eine Spin- und Orbitalquantenzahl gewihlt werden, sowie zwei imaginére Zei-
ten 7 und 7/, die dem Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperator zugeordnet werden. Beim Ent-
fernen sollen die beiden Operatoren jeweils zufillig aus den vorhandenen Operatoren aus-
gewihlt werden.

Die Vorschlagswahrscheinlichkeit 7 zerfillt entsprechend in die beiden Anteile 7 fiir das
Hinzufiigen und 7~ fiir das Entfernen eines Operator-Paares. Beide werden als konstant im
jeweiligen Phasenraumbereich angenommen. Die Werte der Konstanten erhélt man aus der
Normierungsbedingung

fdy T (y,x) + fdy’ T°(,x)=1 (5.2)
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5.2. Tests & Skalierungsverhalten

wobei dy und dy’ das MaB im vergroBerten bzw. verkleinerten Konfigurationsraum sind. Da
Entfernen und Hinzufiigen mit gleicher Wahrscheinlichkeit ausgewiéhlt werden sollen, folgt

1
fdyT+(y,X)= fdy’ T°(,x) = 3

1 1 11
THe e T =, 53
= 2IMB i+ 1) 28 5-3)

Da ein Paar von Operatoren { fzigi(r,-), fam(r 7} nur dann entfernt werden kann, wenn a; = @;

daraus

und o; = o, ergibt sich fiir die Akzeptanzwahrscheinlichkeiten (2.10) fiir das Hinzufiigen
eines Paares mit Orbital- und Spinquantenzahlen {«, o} der Ausdruck

klk! AWD(®y) 2MpB*(k+1)? )

Sk+1,k) = min(l, (k+ D'k + 1)! A(xX)D(x) (k + 1)(koer + 1)

2
2MB A(y)D(y))’ 54)

= min (1,

(k + 1)(koo + 1) A(x)D(x)
wobei in einem Term die Stérungsordnung k, also die Gesamtzahl der Operatorpaare, ersetzt
wurde durch die Anzahl &, der Operatorpaare zum Orbital- und Spinzustand {a, o7}. Fiir das
Entfernen eines Paares folgt analog

Sk - l,k):min( klk! AG)DY)  kkyo )

L (k= D!k - 1)! A(x)D(x) 2 M p? k?
kkoor A()D(y)
"2 M B A(x)D(x)]

Um die Akzeptanzwahrscheinlichkeit zu berechnen, miissen jeweils der lokale Erwartungs-

= min (1 (5.5

wert A(y) und die Determinante D(y) berechnet werden. Bei der Auswertung von A(y) muss
dabei auf die Zeitordnung der Operatoren geachtet werden, sie miissen also sortiert werden.
Dabei ergibt sich bei jeder Vertauschung ein Vorzeichenwechsel. Die Determinante D(y) ei-
ner neuen Konfiguration kann aus der vorherigen Determinante erhalten werden, da sich je-
weils nur ein Teil der dazugehorigen Matrix der Hybridisierungsfunktionen (Aaia;mg}(ri - T}))
verdandert. Dazu werden die in Anhang A gezeigten Regeln fiir Fast Matrix Updates verwen-
det.

5.2. Tests & Skalierungsverhalten

Eine Referenz, anhand derer die Ergebnisse der Implementierung iiberpriift werden koénnen,
ist die exakte Diagonalisierung. Fiir kleine Systemgrolen kann man damit thermische Er-
wartungswerte von Observablen wie der Doppelbesetzung, aber auch die Matsubara-Green-
funktionen messen. Dabei muss sich insbesondere zeigen, ob die Ergebnisse der numerischen
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Simulation unverzerrt sind, und sich keine systematische Abweichung von der Referenz er-
geben. Fiir die Fehlerabschidtzung wird fiir einfache Observablen wie die Doppelbesetzung
ein Jackknife-Verfahren verwendet, wihrend fiir die Greenfunktionen und die Selbstenergie
ein Bootstrap-Verfahren zum Einsatz kommt [4, 14]. Im Folgenden werden die Werte fiir die
lokale Coulomb-AbstoBung U, die Hybridisierungsstirke V und die Lage der 4f-Niveaus €;
in Einheiten des Hiipfmatrixelements 7 angegeben, und die inverse Temperatur 8 in Einheiten
von 1/t.

5.2.1. Doppelbesetzung

Fiir ein eindimensionales Bad mit N. = 4 Badplitzen und ein einzelnes lokales Orbital ist
in Abbildung 5.1 das Ergebnis fiir die Doppelbesetzung aus QMC und ED verglichen. Dabei
wurde die Anzahl der Simulationsschritte der QMC-Berechnung sukzessive vergroflert. Man
sieht die Konvergenz des Ergebnisses mit zunehmender Anzahl von Einzelmessungen N, wo-
bei die Ungenauigkeit ungefihr mit 1/ VN skaliert, wie man es aus (2.4) erwarten wiirde. In

<hyn, >
0.14

0.13

0.12

—
———t
——

0.11

0.10 6
1 2 5 10 20 50 100 /10

Abbildung 5.1.: Doppelbesetzung, Parameter N, = 4,U =4,V = 1,€; = 0.0, = 20, gemes-
sen fiir unterschiedliche Anzahl von Updateschritten, die gestrichelte Linie
zeigt das Ergebnis der ED

Abbildung 5.2 sind die Ergebnisse beider Verfahren fiir die Doppelbesetzung fiir verschiedene
Hybridisierungsstirken V aufgetragen; die gute Ubereinstimmung wird deutlich. Die Hybri-
disierung schwicht in diesem Fall die Unterdriickung der Doppelbesetzung durch die lokale
Coulomb-AbstoBung ab, die im atomaren Grenzfall von der GroBenordnung 10~'8 wiire.
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<htn, >
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Abbildung 5.2.: Doppelbesetzung, Parameter N, = 4,U = 4,¢; = 0.0, = 20, die durchge-
zogene Linie verbindet die entsprechenden Ergebnisse der ED

5.2.2. Storstellen-Greenfunktion

Neben einfachen Observablen wie der Doppelbesetzung spielen insbesondere die Greenfunk-
tionen eine wichtige Rolle in der Untersuchung von Festkorpersystemen, da sie viele Infor-
mationen iiber die Elementaranregungen des Systems liefern. In Abbildung 5.3 wird fiir das
obige Modellsystem die aus der Simulation erhaltene Storstellen-Greenfunktion mit dem Er-
gebnis der exakten Diagonalisierung. Die Ubereinstimmung ist gut zu erkennen, es entsteht
keine systematische Abweichung. Lediglich im Bereich um 7 = $/2, in dem die Greenfunkti-
on besonders kleine Werte annimmt, sind die statistischen Fehler so gro3, dass eine sichtbare
Abweichung auftritt, die aber im Rahmen der Fehlerbalken liegt. In Abbildung 5.4 sind die
Diagonal- und Nebendiagonaleintrige der Storstellen-Greenfunktion G, (1) fiir ein Zwei-
Orbital-Modell dargestellt. Auch hier gibt es lediglich kleine statistische Abweichungen, die
Ubereinstimmung ist sehr gut. Es ist zu beobachten, dass die Nebendiagonaleintrige fiir r — 3
verschwinden. Der Grenzwert

ll—r}ﬁl Gaa' (T) = <ﬁw’ f:'(T >

ist ndmlich fiir U — oo gleich Null ist, wenn @ # @’. Um nimlich ein Elektron im Zustand
(a, o) zu erzeugen, muss die Storstelle vorher unbesetzt gewesen sein, danach lédsst sich aber
kein Elektron im Zustand (a’, o) vernichten. Die Diagonaleintrige erreichen dagegen fiir r —
B alle den gleichen Wert, ndmlich gerade 1 — N

Die statistischen Ungenauigkeiten, die bereits bei der Storstellen-Greenfunktion in ima-
gindrer Zeit auftraten, werden noch deutlicher in der Darstellung in Matsubara-Frequenzen,

wie sie Abbildung 5.5 zeigt. Fiir gro3ere Frequenzen ergibt sich ein immer stirkeres Rauschen.
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G(7)
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Abbildung 5.3.: G;¢(7) fiir die Parameter N. =4,U =4,V = 1,¢, = 0.0,5 = 20
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Abbildung 5.4.: G, (1) fiir die Parameter N. = 4,V = 1, = —1.0,¢, = -0.8,8 = 20, in
schwarz sind zusitzlich die entsprechenden Ergebnisse aus ED eingezeichnet
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Dies liegt darin begriindet, dass die Asymptotik der Greenfunktion aus Gleichung (2.29) bei
der Messung nicht automatisch beriicksichtigt wird. Da das asymptotische Verhalten aber be-
reits gut zu erkennen ist, wire es moglich, den analytisch bestimmbaren Hochenergiebereich
anstelle der gemessenen Werte zu verwenden.

—Im[G(iwym)]
0.200

0.100
0.050

0.020 — Gy
0.010 Gy
0.005

0.002

W
0.5 1.0 5.0 10.0 50.0100.0

Abbildung 5.5.: G, (iw,,) fir die Parameter N. = 4,V = 1,6 = —1.0,¢ = —-0.8,8 = 20, in
schwarz sind die Ergebnisse aus ED eingezeichnet

Entsprechend iibertridgt sich das Rauschen auch auf die Selbstenergie, wird aber dort noch
deutlich dadurch verstérkt, dass sie nach (3.8) die Differenz zweier asymptotisch gleicher
GroBen ist. Die Ungenauigkeit wird dadurch fiir hohere Matsubara-Frequenzen sehr grof3, wie
man anhand der Fehlerbalken in Abbildung 5.6 erkennen kann. Die Selbstenergie nimmt in
diesem Beispiel nur im Bereich bis w,, = 10 sinnvolle Werte an. Die Asymptotik gemiB (3.21)
ist aber bereits zu erkennen.

Im Grenzfall U — oo ergibt sich ein veridndertes Hochenergieverhalten als fiir endliches
U. Wie bereits in Abschnitt 3.5 erwihnt, wéchst die Selbstenergie fiir iw,, — oo linear an, da
die iiblichen fermionischen Vertauschungsrelationen nicht mehr gelten. Dieses Verhalten zeigt
Abbildung 5.7 fiir eine Komponente der Selbstenergie eines Zwei-Orbital-Modells.

5.2.3. Skalierung

Neben der Genauigkeit der Ergebnisse spielt auch die Geschwindigkeit des Algorithmus ei-
ne entscheidende Rolle, vor allem wenn man sehr komplexe Modelle simulieren mochte. Die
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Abbildung 5.6.: X /(iw,,) fiir die Parameter N, = 4,U =4,V = 1,¢, = 0.0, = 20

—Im[Z(iwy,)]

20¢

10;

1 2 5 10 20 50%m

Abbildung 5.7.: £y (iw,,) fiir die Parameter N. =4,V = 1,¢y = —1.0,¢, = -0.8,8 = 20
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5.2. Tests & Skalierungsverhalten

Skalierung der mittleren Storungsordnung <k> mit den Modell-Parametern ist somit von ent-

scheidender Bedeutung. Die Komplexitit fiir einen einzelnen Update-Schritt ist O(kz), so-
dass die Komplexitit fiir einen Sweep, d.h. k Updateschritte, bis also eine neue unabhingige
Konfiguration erreicht ist, wie 0(k3) skaliert [10]. Abbildung 5.8 zeigt die typische Vertei-
lung der Storungsordnung fiir verschiedene Parameter, die zu einer jeweils anderen mittleren
Storungsordnung fiihren.

pk)

0.20

0.15

m V=0.4
m V=1.0

0.10 m V=2.0

0.05

0.00 k
0 10 20 30 40 50

Abbildung 5.8.: Verteilung der Stérungsordnung fiir N. = 4,U =4, = 20

Die mittlere Storungsordnung hédngt, wie in Anhang B gezeigt, mit der Storstellen-Green-
funktion und der Hybridisierungsfunktion zusammen geméaf

B
(k)=p f drG(T)A@) = ) Gypliwn)M=iwy). (5.6)
0 m

Der fiir die Skalierung entscheidende Parameter ist die Hybridisierungsstirke V, in der die
Entwicklung in Abschnitt 4 durchgefiihrt wurde. Abbildung 5.9 zeigt die Entwicklung der
mittleren Storungsordnung < k> mit der Hybridisierungsstérke V.

Der Bereich V < t lasst sich mit Hilfe des atomaren Grenzfalls verstehen. Dann ist G,
unabhiingig von V. Da A o V? gilt auch < k> o V2. Fiir steigende Werte kann sich je nach
Parameterregime dann auch ein stirkerer Anstieg ergeben.

Fiir weiter wachsende Werte von V findet dann ein Wechsel zu < k > oc V. Diese Veridnderung
kann man, wie durch Vergleich der Greenfunktion fiir verschiedene Hybridisierungsstédrken in
Abschnitt 6 deutlich wird, auf den Beginn des durch die Hybridisierung verursachten isolie-
renden Verhaltens zuriickfiihren. (vgl. insbesondere Abbildung 6.2).

Ein Vorteil der Storungsentwicklung in der Hybridisierung ist, dass man damit grof3e loka-
le Wechselwirkungsstirken erreichen kann. Wie in Abbildung 5.10 zu erkennen ist, zeigt die
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Abbildung 5.9.: Stérungsordnung k,, Parameter N, = 4,U =4, ¢, = 0.0,5 = 20

Skalierung mit dem Wechselwirkungsparameter U ein sehr giinstiges Verhalten. Die mittlere
Storungsordnung sinkt mit ansteigendem U immer weiter ab, wobei das genaue Verhalten von
den iibrigen Parametern abhingt. Dies bestitigt die in [10] erhaltenen Ergebnisse. Der Grund
ist, dass die mittlere Storungsordnung mit der kinetischen Energie zusammenhéngt [11]. Mit
zunehmendem U werden die Elektronen immer stidrker lokalisiert, sodass die kinetische Ener-
gie abnimmt. Das spiegelt sich entsprechend in der mittleren Stérungsordnung wider.

7.01
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‘cc<‘?|n-”<‘cn<
DN s D =

1.0}

: : —U
0 5 10 15 20
Abbildung 5.10.: k, in Abhingigkeit von U, Parameter N, = 4, €, = 0.0

Die Skalierung mit der inversen Temperatur 8 zeigt Abbildung 5.11, hier fiir ein Zwei-
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Orbital-Modell. < k> steigt in guter N@herung linear mit 5 an, wie die angepasste Gerade deut-
lich macht. Findet jedoch eine qualitative Verdnderung der Greenfunktion statt, z.B. aufgrund
der Entstehung einer Kondo-Resonanz, oder einer Hybridisierungsliicke, dann kann die Ska-
lierung auch davon abweichen.
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Abbildung 5.11.: k, in Abhéngigkeit von 5, Parameter N, = 16,V =1, = -1,¢ =1
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6. Ergebnisse

6.1. Anderson-Modell

In diesem Abschnitt werden einige Ergebnisse fiir das SIAM gezeigt, die sich aus der Si-
mulation mit dem beschriebenen CTQMC-Algorithmus ergeben. Dabei lassen sich in der
Greenfunktion und der Spinsuszeptibilitit verschiedene Parameterregime und Anzeichen fiir
die Entstehung einer Kondo-Resonanz erkennen.

6.1.1. Storstellen-Greenfunktion

Bei den hier gezeigten Ergebnissen handelt sich zum einen um Resultate fiir ein einzelnes lo-
kales Orbital, wobei stets €, = 0 gewiihlt wurde, sodass Halbfiillung vorlag. Daraus resultiert,
dass die Greenfunktion in imagindrer Zeit symmetrisch um 7 = 8/2 ist. Zum anderen erschei-
nen Ergebnisse fiir Mehr-Orbital-Modelle, wobei die in Abschnitt 3.5 besprochene Niherung
U — oo verwendet wurde.

Im atomaren Grenzfall ergibt sich fiir die Greenfunktion in Abhingigkeit von der Stirke
der Coulomb-AbstoBung U ein Verhalten G(1) o exp(—%) fiir T < /2. Abbildung 6.1 zeigt
die Entwicklung der Greenfunktion eines einzelnen Orbitals fiir zunehmende Werte von U.
Fiir kleines U dominiert die Hybridisierung, sodass die Greenfunktion niherungsweise dem
nicht-wechselwirkenden Fall U = 0 entspricht. Mit steigenden Werten des Wechselwirkungs-
parameters wird die Greenfunktion fiir kleine 7-Werte zunehmend steiler, der exponentielle
Abfall wird jedoch im mittleren Bereich durch die Hybridisierung abgeschwicht. Fiir U = 8
tritt bereits ein flacherer Bereich um 7 = /2 auf, der fiir den Fall U = 16 noch deutlicher zu
erkennen ist. Dieser deutet auf die Ausbildung einer Kondo-Resonanz hin. Aus der Entstehung
von spektralem Gewicht bei w = 0 resultiert ndmlich gerade ein Plateau in der Greenfunktion
in imagindrer Zeit.

Dieses Verhalten ldsst sich ebenfalls in Abbildung 6.2 erkennen. Dort ist die Entwicklung
der Greenfunktion fiir steigende Hybridisierungstirke V gezeigt. Anstelle des exponentiellen
Abfall von G(1) im atomaren Grenzfall tritt bei schwacher Hybridisierung ein Plateau iiber
einen weiten 7-Bereich auf. Fiir die Werte V < 0.4 ist das System deutlich im Kondo-Regime.
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Abbildung 6.1.: G /() fiir die Parameter N, =4,V = 1,¢, = 0.0, 8 = 20

Die Hohe des Plateaus ist ein Maf fiir das spektrale Gewicht am chemischen Potential. Bei
V = 0.4 ist die Kondo-Resonanz demnach ausgeprigter als bei V = 0.2. Fiir V = 0.7 ist die Re-
sonanz weiter verbreitert und verliert an Gewicht. Hier ist bereits das Mixed-Valence-Regime
erreicht, und fiir noch groere Hybridisierung zeigt sich ein immer deutlicheres Absinken von
G(t)bis zu T = B/2.

6.1.2. Spinsuszeptibilitat

Abbildung 6.3 zeigt die Ergebnisse fiir die statische Spinsuszeptibilitit in Abhéngigkeit von
der Temperatur, und fiir zwei verschiedene Werte von U. Im Vergleich zum entkoppelten Fall
sorgt eine zusitzliche Hybridisierung mit den Bandelektronen (V > 0) fiir eine teilweise
Abschirmung des lokalen Spins, sodass die Suszeptibilitdt bereits bei hohen Temperaturen
etwas geringer ist. Fiir Temperaturen unterhalb der Kondo-Temperatur ergibt sich eine im-
mer stiarkere Abschirmung, mit der Ausbildung des Singletts im Grenzfall 7 — 0 wird der
Spin vollstindig kompensiert, sodass eine endliche Suszeptibilitit verbleibt. Die Variation des
Wechselwirkungsparameters hat geméfl Gleichung (3.28) und (3.27) eine Veridnderung der
Kondo-Temperatur zur Folge, mit steigendem U wird diese geringer. Entsprechend ergibt sich
eine deutliche Abweichung vom Curie-Verhalten bei U = 4 erst bei tieferer Temperatur als
bei U = 2. AuBlerdem resultiert daraus auch die hohere Sittigungssuszeptibilitit.

Abbildung 6.4 zeigt die Spinsuszeptibilitidt in Abhédngigkeit von der Temperatur fiir ein
Modell mit drei lokalen Orbitalen und fiir verschiedene Hybridisierungsstiarken. Dabei wurde
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Abbildung 6.2.: G /(7) fiir die Parameter N, =4, U = 4,¢; = 0.0,8 =20
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Abbildung 6.3.: Spinsuszeptibilitit fiir die Parameter N. = 4,V = 0.4, ¢, = 0.0, die schwarze
Linie zeigt den Verlauf im atomaren, entkoppelten Grenzfall fiir U = 4
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ein zweidimensionales Bad mit N. = 16 X 16 Gitterpldtzen gewihlt. Im eingezeichneten ent-
koppelten Fall (V = 0) spiegelt sich in der Spinsuszeptibilitit die energetische Struktur des
lokalen Systems wider. Bei sehr tiefen Temperaturen ist nur das niedrigste Niveau besetzt, so-
dass sich ein Curie-Verhalten ergibt. Sobald die thermische Energie mit steigender Temperatur
vergleichbar mit dem Abstand zwischen den Niveaus wird, werden auch die hoheren Niveaus
zunehmend hiufiger besetzt. Somit erhiilt man einen Ubergangsbereich mit einer komplizier-
teren Temperaturabhingigkeit, dieser beginnt hier bei 7'/t = 0.05. Bei deutlich hoheren Tem-
peraturen sind alle Niveaus gleich besetzt, und es ergibt sich wieder ein Curie-Verhalten. Fiir
V = 0.3 folgt der Verlauf im gezeigten Bereich annihernd dem des atomaren Grenzfalls, die
Abweichung aufgrund der Hybridisierung ist gering. Fiir V = 0.5 ist die Abschirmung al-
lerdings bereits bei hohen Temperaturen etwas grofler. Auerdem ist die Kondo-Temperatur
deutlich groBer, sodass fiir niedrigere Temperaturen 7'/t < 0.05 die Abschirmung des lokalen
Spins und die Ausbildung des Singletts in Erscheinung tritt.
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Abbildung 6.4.: Spinsuszeptibilitit eines Drei-Orbital-Modell fiir U — oo, N. = 16X 16, ¢y =
-1.0,¢ = -0.8, ¢, = —0.2, die schwarze Linie zeigt den Verlauf im atomaren
Grenzfall

6.2. DMFT-Approximation fir das PAM

Das PAM kann im Rahmen der in Abschnitt 3.6.2 eingefiihrten DMFT-Approximation auf das
SIAM abgebildet werden und damit durch den beschriebenen Strong-Coupling-Algorithmus
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numerisch untersucht werden. Durch die Beschreibung mittels einer effektiven Storstelle er-
gibt sich eine effektive Storstellen-Greenfunktion, die gleich der lokalen f-Gitter-Greenfunk-
tion ist. Aus der daraus erhaltenen Selbstenergie kann man mit Hilfe der Gleichungen (3.40)
die Greenfunktionen der c- und f-Elektronen des Gittermodells berechnen.

6.2.1. Greenfunktion

In den Abbildung 6.5 bis 6.7 ist die Entwicklung der Greenfunktionen in Matsubara-Fre-
quenzen mit steigender inverser Temperatur fiir verschiedene Hybridisierungsstirken darge-
stellt. Die Storstelle war dabei an ein zweidimensionales Bad von N, = 64 x 64 Gitterplitzen
angekoppelt.

In der f-Greenfunktion G;Lf)(iwm) zeigt sich bei der hochsten Temperatur S = 4 eine geringe
Veridnderung mit zunehmendem V/, die auf die Verbreiterung der bei €, — U/2 und € + U/2
liegenden, schmalen 4f-Niveaus zuriickzufiihren ist. Fiir V = 0.7 und V = 1.0 sind die Niveaus
bereits so stark verbreitert, dass spektrales Gewicht am chemischen Potential w = 0 vorliegt,
wie der Anstieg in Richtung iw, — 0 andeutet. In der Greenfunktion der Badelektronen
Gﬁf)(iwm) lasst sich kaum ein Einfluss der Hybridisierung ausmachen.

Bei f = 20 findet man die obige Beobachtung bestitigen. Fiir V = 0.4 sinkt die Green-
funktion in Richtung iw,, — 0 ab, was auf eine Liicke im Spektrum hindeutet. Gleichzeitig
ergeben sich fiir die Badelektronen bei V = 1 die Anzeichen einer Hybridisierungsliicke, also
ein isolierendes Verhalten.

Bei der niedrigsten betrachteten Temperatur S = 50 werden diese Trends noch deutlicher.
Fiir die Leitungselektronen konnte sich bei V' = 0.7 bei etwas tieferen Temperaturen eine
Bandliicke ergeben, bei V = 1 liegt diese eindeutig vor. Fiir V = 0.4 hat eine qualitative
Veridnderung in der f-Greenfunktion dahingehend ergeben, dass nun wieder ein leichter An-
stieg in Richtung iw,, — 0 zu erkennen ist, was auf die allméhliche Ausbildung der Kondo-
Resonanz bei w = 0 hindeutet.
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Abbildung 6.5.: Greenfunktion des PAM, N. = 64 x 64, U =4,V =0.4,¢, = 0.0, =4
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Abbildung 6.6.: Greenfunktion des PAM, N. = 64 x 64, U =4,V =0.7,¢, = 0.0, = 20
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Abbildung 6.7.: Greenfunktion des PAM, N. = 64 x 64, U =4,V = 1.0,¢, = 0.0,8 = 50
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7. Ausblick

Die Hybridisierungsentwicklung der Zustandssumme zur CTQMC-Simulation von Modell-
systemen fiir stark korrelierte Materialien hat sich als eine sehr gut geeignete Methode erwie-
sen, um Systeme mit groB3er lokaler Coulomb-Wechselwirkung zu simulieren.

Aus den gewonnenen Greenfunktionen soll mit Hilfe einer Methode zur analytischen Fort-
setzung wie dem stochastischen Maximum-Entropy-Verfahren [6] die Spektralfunktion extra-
hiert werden, um diese mit Daten aus PES-Experimenten vergleichen zu konnen. Damit hitte
man aulerdem direkten Zugriff auf die Kondo-Resonanz, und konnte ihre Ausbildung in den
betrachteten Parameterregimen besser verfolgen. Abbildung 7.1 zeigt auf diese Art gewonnene
k-abhidngige Spektralfunktionen fiir die Cer-Verbindung CePt;s fiir zwei verschiedene Tempe-
raturen. Im Vergleich der Darstellungen lassen sich gut die bei 7 = 11.6K am chemischen

2 2

25 25
(1/2,0,0) (0,0,0) (1/3,1/3,0) (1/2,0,0) (1/2,0,1/2)  (1/2,0,0) (0,0,0) (1/3,1/3,0) (1/2,0,0) (1/2,0,1/2)

Abbildung 7.1.: k-aufgeloste 4f-Spektralfunktion von CePts aus NCA-Berechnungen, Links:
T =1160K, Rechts: T = 11.6K, aus [4]

Potential entstandenen Zustinde erkennen, aus denen die Kondo-Resonanz resultiert. Aus der
sehr flachen Dispersion resultiert eine sehr gro3e effektive Masse dieser Quasiteilchen.

Das PAM konnte noch ausfiihrlicher im Rahmen der DMFT-Approximation untersucht wer-
den. Zur Untersuchung von Modellsystemen wie dem Anderson-Modell wurden neben der
besprochenen Methode und &hnlichen Ansédtzen zur numerischen Simulation auch approxi-
mative Methoden wie die Non-Crossing-Approximation (NCA) entwickelt. Diese liefert fiir
Temperaturen oberhalb der Kondo-Temperatur gute Ergebnisse fiir die Spektralfunktion und
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andere interessante Grofen. Die verwendete Naherung wird allerdings unterhalb der Kondo-
Temperatur ungiiltig. Um die Giite der Ergebnisse aus NCA-Berechnungen einschitzen zu
konnen, soll ein direkter Vergleich mit der in dieser Arbeit behandelten CTQMC-Methode
durchgefiihrt werden.

Von Interesse konnte weiterhin die mogliche Entstehung von magnetischer Ordnung sein.
Um diese beobachten zu konnen, ist eine Erweiterung des Verfahrens auf Cluster von Storstellen
notig, damit im Rahmen einer Verallgemeinerung der DMFT auf Cluster raumliche Fluktua-
tionen beriicksichtigt werden konnten. Dies wiirde eine umfassendere Charakterisierung der
beobachteten Phasen erlauben, insbesondere im Hinblick auf Symmetriebrechungen.
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A. Fast Matrix Updates

Das Matrix-Determinanten-Lemma
det(A + UV") = det(1 + V' A™'U) det(A) (A.1)
und die Sherman-Morrison-Woodbury-Formel [7]
A+UVhHTt=A"-ATua+ VAU VAT (A.2)

geben an, wie sich eine Matrix und ihre Determinante verdndern, wenn man an ihrer inversen
Matrix ein Update vom Rang k£ vornimmt, wenn sich also Werte in insgesamt k Spalten oder
Zeilen veridndern. Diese Veridnderung erreicht man durch Addition des Produkts UV?. Im
einfachsten Fall sind U und V Vektoren, sodass 1 + VIA™'U eine Zahl ist. Im Allgemeinen
sind U und V jedoch n X k-Matrizen, dann ergibt dieser Ausdruck eine k X k-Matrix.

Durch Hinzufiigen, Entfernen oder Verschieben von Operatoren oder Operatorpaaren ergibt
sich eine Verdnderung der Matrix A;; = Ay q0:0,(Ti — T}) gemal:

N =A+UVI + U,V (A.3)

wobei A im Fall des Hinzufiigens die um k Spalten und Zeilen erginzte Matrix ist:

~ A
=0 a
0 Tp

In der Simulation wird die Inverse dieser Matrix, M = A~! gespeichert. Aus (A.1) und (A.2)

kann fiir
- -1 - -1
M =(A+U\V +UV]) = (8" + UV + 0,V

die folgenden Beziehungen fiir die Determinante und die Eintrdge von M’ hergeleitet werden,
wobei die Abkiirzung @ = 1 + V[ MU, verwendet wird:

det(M'™") = det(M™") det(a — V3 MU,) (A4)
M =M-MU o'V —(Uy - MU,aY1 - VIMa™'U) '\(VIM - VIMU a7 'VT) (AS5)
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B. Skalierung

Die mittlere Storungsordnung erhilt man unter Verwendung von (4.15) und (4.17) durch

Zl{)L = k Y2 ’
7 nydﬁ dr} - -dridT X
k=0

X Z < me'] (Tl)ﬁt'lf"l(Tll) fako'k(Tk)ﬁ’I,c‘rk(T;‘) >loc><
{

a,a’ o}

X Ama/'l(Tl - ,1) e aka;{(Tk - T],()
B

ZOC — 1 ’ ’
= dedT’ Z ! Zk—fdﬁ dt) - drdt X
0 a,a’,s k=0

X Z < TT fm(rl (14 )f(/la'l (Tll) T f:jk(fk (Tk)f;l;((rk(‘r],() fj\'(T)f;l""(T,) >loc><

{0}

X Ama'l (Tl - Tll) e Aaka’k(Tk - T;{) Aaa'(T - T,)

Das innere Integral ergibt gerade den Erwartungswert < i) fa (T )> welcher die Green-
funktion definiert. Somit ergibt sich

=8 ), f 47 G oot (7) A (7)

(1’(1’0'

= Z Z G (i) Dyr (i,

m a0
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