Kap. Il  Allgemeine Formulierung der QM.

1) Der Hilbertraum, Dirac Notation.

2) Lineare Operatoren.

3) Postulate der QM.

4) Unscharferelation, Zeitevolution, Bewegungsgleichungen fir Operatoren.

5) Dichtematrix Formulierung.

6) Pfadintegral Formulierung.




a) Hilbertraum, Dirac-Notation.

QM System —» Menge von Zustande (z.b. Zustande Teilchen in unendliche Potentialtopf. ¥ (x)

Zustande identifizieren wir zu Vektoren |«) in abstrakte Hilbertraum %

a‘l
Ket. |a) > | a eC z.b. n) - ¥ (X
aOO
Duale zustand Vektor zu |a>
Bra. (a| — (a,, --a.)
Skalarprodukt. ), |B) € 7 (a|B) >ab +---+a.b,

Orthogonalitét. (a|B) =0 = |a),

B)  Orthogonal zueinander.



Norm (durch Skalaprodukt induziert) HaH = <a\a> Es gilt Ha +ﬂH S H“H T HﬁH
2
(a| ) < |e| 4]

Basis Vollstandig Orthonormalsystem (VONS)

3 |¢,), n=1---00, € # 50 dass:

8

) V|a)e ot |a) = > |4,) (¢ |a) Vollstandigkeit.

n=1

2) ($ln)= O Orthonormal.

3) Y.a,|4) =0= a=0(i:1-0) Linearunabhangig
n=1

Darstellung des Eins. Aus Vollstandigkeit folgt:




Beispiel.

Darstellung der Eins.

Geeignet fur zwei-niveau System.

;\”N = ( j (1,0) + Gj (0,1) :(é (1’j:

b)  Impuls und Ort Basen ,

p) — Teilchen mit Impuls p

Orthogonal <P‘P'> =(2zh)*5°(p-p),
d’p

Vollstandigkeit. j(zﬂh)s‘l’>< p| =1

‘w>e}[ <P‘qj> = ¥(p)

Teilchen in R®

|x) > Teilchen am Ort x

<x‘x'> = 5°(x—x"),
j d3x‘x><x‘ =1



Basis Transformationen.

d°p d?
w(x) = (xy) = (x|1]y) = U )3\P> (ply) = I(zﬂ;’) < \P/z 7 (p)
_ j(zd;z)g """ 7(p) X

Vergleich Kap. Il.
(De Broglie)

Norm

W) = Wlf oy rsle) blv) = [ b v @vm=[ s oo

wlw) = (] &%) (xlv) = [ d*xyp*uE =] d*x &)



2) Linear Operatoren A(a\a} —I—b‘ﬂ>) = aA\a> +b1&‘,3> mit A: Z — 7%
Adjungiert Operator. A <,8‘£&‘0{> = (<0{‘A+‘ﬂ>)

AB|=AB-BA

Kommutator: B

~ 0 An
Funktion eines Operators ist durch Taylor Entwicklung definiert: exp(A) = Z :
—o N!

n=0

Operatoren lassen sich als Matrizen Darstellen:

Sei {|n)} VONS = A = 3 (a[A|m)[n)(m

N

A Hermitesch: A :A*

A =A" = EI{‘an>} | {‘an>} VONS und A‘an>=an‘an> mita, e R

=A" = A= Z a, ‘Oln><0!n ‘ Spektral Darstellung eines hermitesch Operator.
n



Erwartungswert eines Operator fiir den Zustand |l,V >: <A> = <l//‘1&‘lﬂ>

Messgrof3en entsprechen NEEEN . AN
hermitesch Operatoren. A=A == <A> - Z 4,

Beisp. Hamilton Operator Diskrete spektrum.

ﬁ :ﬁ+’ ﬁ ‘¢n> — En‘¢n>’ ﬁ = ZEH‘¢H> <¢n‘

Impuls Operator Kontinuierliche Spektrum

P=F, Plp) =plp) P=[>

(27 h)3 plp)(p

<x‘13‘x> = ?VX 5 (x —x)

Ort Operator Kontinuierliche Spektrum.

X =5(+, X ‘x> :x‘x>, X = jd3x x‘x><x‘



3) Postulate der OM.

P1. Jedes Zustand eines QM System wird durch ein Element |v) des Hilbertraumes /%
beschrieben.

P2. Messbaren Grol3en (Observablen) entsprechen hermitesche Operatoren.

P3. Erwartungswert einer Observablen ;& in einem gegebenen Zustand |v) wird
durch <A> = <w \A \l//> gegeben.

P4. Die Zeitentwicklung der Zustédnde wird durch den Hamilton Operator bestimmit:

0 -
Ihg\w(t» = Hly (1))

P5.  Es konnen fir einen Observablen A nur die Eigenwerte als Messergebnis auftreten.

(ay )|

2
K. lw)[ : wahrscheinlichkeit Messergebnis @, zu erhalten.

~

A=A = A=Yala)a| wd (A)=3 a

Falls &, gemessen wird dann geht der Zustand des Systems in den entsprechenden

Eigenzustand |2,)  (collapse of the wave function)

(Zur Messungen: J. von Neumann, Mathematical foundations of QM, D. Bohm: Quantum theory, Messiah, Quantum mechanics)



4) Unscharferelation:

Standardabweichung vom
Mittelwert.

AAAB > %‘<W‘|:A]§:|‘l//>‘ Beisp:[f),f(] :ﬁ so dass AP AX >

n
I 2

Zeitevolution fir Zeit unabhangige Hamilton Operator.

ih%‘y/(t» = I-A|\t,//(t)> Def: ‘Lp(t» = ﬁ(tato) ‘\P(to»

Aus Schr. GI. : — U(@ to) - _

i~ . .
Py % HU(tato)a U(t()ato) =1

Damit ist: O(t,to) _ e—i(t—tO)I:I/h L’j(t,to) OT(t,to)Il

(da H'=H )



A

Zeitevolution Operator fur Zeitabhangige Hamilton Operatoren H(t)

pet.  [W(1)) = Ultt,) [¥(t))

A A

msser ol — U(tt) = -% HOU L), U(t,t,)

|l
—>

A A

> Utt)=Utt) Ult,t), t>t >t

>

> Uistuniar.  U(¢,¢) U(t,t,)=1
»  Dyson Reihe.

AN AN

Ott)=1 + ZG@) [Cat ["at, [ at, Ae)AG,) - A,)
n=1

t t t

Bem: Falls ﬁ(t) = H Jiefert die Dyson Reihe: ﬁ(t, to) — o Ht=t)H /h



Bewegungsgleichungen des Operatoren:

ih%\wﬁ)} “Hp®) = |p®))=e |y (t=0)

W O]A |y 1) = (pt=0)e"""Ae ™" |y (t=0))

=A (1)

A(t): Heisenberg-Darstellung.

: d - s -
Beweqgungsgleichung: —A(t)=—| H,A(t
CAO=_|HAQ]
- P2 -
Ehrenfest Theorem H = 5 + V(X))
m

2

Im Ortsdarstellung gilt: m%<5((t)> = ~(V,VXQD)= (F[X@)])  Ahnlich zu Newton.

Aquivalenz ist nicht streng da im allgemein: < I:[5(('[)]> # F(<5((t)>)



5) Dichtematrix Formulierung.
Reine Zustand. p=|w){w| Dann gilt <A> = (y|Aly) = Tr[fn&]

Gemischte Zustand.

p=> p,|lv,){w,| Dann gilt <A>= Tr[fn&]:z p, (v, |Alw,)

p, : Wahrscheinlichkeit dass reine Zustand ‘l//n> vorkommt.

Beispiel (Rein)A _ 1 |
p=lw)lvl  mit |v) = =Clw) + el (willw;)=4,

TrlAB] = Z((va|Alws) + (v Alvz) + 2Rel (vaAlw,)e”])

Beispiel (Gemischte)

AL ARAALA)

Tr[Ap] =%(<%\A\%>+ (wo|Alw,) )



Beispiel: QM System bei endliche Temperatur, T.
H|g)=E,|4) = p=D bl ){g| mit p,=e ™"/ e =" k. :Boltzmann Konst.

Einen gemischten Zustand kdnnen wir nicht als Vektor im Hilbertraum Darstellen, da er
nicht einen Linearkombination (koharent Uberlagerung) von mehren Zustanden entspricht !

Zeitevolution der Dichtematrix. —p(t) = _%[ﬁ, p(t) ]

Bewequngsgleichung flr dt
Operatoren in Heisenberq Darstellung.:




6). Pfad Integral Formulierung.

j=01--N t'<t

Propagator: i

K(x,x,t—-t') = <X‘ e—itﬁ(t—t')/h X'> :A/

jd 3X1d 3X2 - 3XN—1 <X‘ e_itH(tN ~tya)/h ‘ XN—1> <XN—1 ‘ e_itH(thl—thz)/h ‘ XN_2> .. '<X1 ‘ e—itH(tl—tO)/h

X'

jdgxld 3X2 ”dst—lK(X’ Xy by — tg) KXy Xy Ty — ) - KX, X 1 1))

X, X;X%Q;> X

IS
\
|
\




5 2
A P

Fur: H = + V (X) qgilt
2m
m )’ ie [ m[ x;-x, i
K(x. T -t .=¢)= _ ex -V(x.
( Jl] -1 )K(Zﬂ_lhg) p h 2{ e :| (Jl)
skl
so dass:
K(x,x,t—t")=

] d°x,d°x, - Xy K (%, Xy by =ty ) KXy, Xy by =) - K(x, Xt =) =

3(N-1)/2 _ I — 2
j d’x,d%x, - dxyexp | — De| —| | ~Vi(x.,)
h j=1 2 &

jl} _V(le)J S tjjds gXZ(S) -V (x(s))

. (Zﬂihg

X;—X;, _ . 4 m|x;—x
J ] ~ X(tj) ) 28(2|: .

g -1

3N/2
_[ (2 mh ) d°x,d’x,---d°x, , :j {Dx(s)} Integral (iber alle Pfade
wihe



K(x,x"t-t) = [ {Dx(s)} exp —jds %x (s) -V (x(s))

L(x,x) : Klassische Lagrange Funktion.

t
m .
5jds ?xz(s) ~V (x(s)) =0 Klassische Pfad.

t

Raum

I
N
\"\-\..

K<
adiee

F'=fr I e iI=r

L ! =



Beisp: Aharonov-Bohm Effekt (1959).

K(xg,Xq,t) =

Pfad1 4 i | .
T —— | x >, exp _jds L(x,(s),%,(s))
X — Y Q) / Pfad, j=1,2 his,
° = -: -'
Quelle ™~ | - / .
Pfad 2 .
L(x,X) = mx°/2 + —Aex
\ Schirm ¢
1 Blende (cgs Einheiten) und

v(x,t=0) = 53(x—xQ)

(x5, 1) 2= K (xg, %0, 1) | = [ +]K2[ +2Re (KK e /)

! j ds m X% (s)/2

KJQ =ehpfa‘” ., D= JdQ ‘B, @, =2r7hc/e Magnetische Fluss Quanta
Q

Interferenz Muster &andert sich periodisch mit Periode @/®,. Effekt hangt nur von Mag.
Fluss durch Q
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Widerstand

Mesokopischer Metallischer
Ring.

Magnetfeld.

The inset is a photograph
of the larger ring. The inside diameter of the loop is 784
nm, and the width of the wires is 41 nm.
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