
Kap. V   Zentral potential und Drehimpuls. 

1) Drehimpuls,  Eigenwertproblem.

2) Ortsraumdarstellung der Drehimpuls &  Egenfunktionen

3) Zentralpotential,  gebundene Zustände. 

4) Wasserstoff Atom. 

5) Magnetisches Moment.  



Kapitel  V Drehimpuls
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Notation: 
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Konsequenzen.     
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Ganzzahlig Orbital Drehimpuls

Halbzahlig.       Spin  

ˆ ˆ, 0, , 0L l m l L l m l+ −= = = − =

2
, ,

,
l m l n l m l
l n l nl n

= − ∝ = −

=> − = − = => ∈

( )
ˆ , ~ , 1

ˆ , ~ ,

ˆSei 1 , 0 da sonst wäre | | | 1|

n

L l m l l m l

L l m l l m l n

l l n l L l m l n m l n l

−

−

−

= = −

= = −

− + > − > − ⇒ = − = = − − >



Ortsraum Darstellung von |l.m> und 

(sin( )cos( ),sin( )sin( ),cos( ))r θ ϕ θ ϕ θ=x

L̂

1 1
sin( )r r r ϕ ϕΘ

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂Θ Θ ∂
e e e

1ˆ
s

ˆ
i )

ˆ
n(i i ϕ ϕΘ

⎡ ⎤∂ ∂
−⎢ ⎥∂Θ Θ

=
∂⎣ ⎦

× = × ∇ =L e eX P x

2
2 2

2 2

ˆ

1 1ˆ sin( )
sin( ) sin( )

zL
i ϕ

ϕ

∂
=

∂

⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞= − Θ +⎢ ⎜ ⎟ ⎥Θ ∂Θ ∂Θ Θ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦
L

Gesucht:

2 2

( , ) , , mit:
ˆ ( , ) ( , )
ˆ ( , ) ( 1) ( , )

lm

z lm lm

lm lm

Y l m

L Y mY

Y l l Y

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ θ ϕ

=

=

= +L

, ,r r r ϕ ϕ ϕΘ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂Θ ∂Θ ∂ ∂
x x x x x xe e e

θ

eθ

eϕ

er

ϕ



2
*

' ' , ' , '
0 0

sin( ) ( , ) ( , )

S
d

lm l m l l m md d Y Y
π π

ϕ ϕ ϕ δ δ

= Ω∫

Θ Θ Θ Θ =∫ ∫

( | |) / 2
,| |

2 1 ( | |)!( , ) , , ( 1) (cos( ))
4 ( | |)!

m m im
lm l m

l l mY l m e P
l m

ϕθ ϕ θ ϕ θ
π

++ −
= = −

+

2 | |/ 2
,| | ,0

2
,0

( ) (1 ) ( )

1( ) ( 1)
2 !

m
m

l m lm

l
l

l l l

dP x x P x
dx

dP x x
l dx

= −

= −

Assoziiertem Legendre Polynome 

Legendre Polynome 

Kugelflächenfunktionen 

Eigenschaften:. 

*
, , ,

0
: ( , ) ( , ) mit ( , ) ( , )

l

l m l m l m lm
l m l s

f S f a Y a d Y fϕ ϕ ϕ ϕ
∞

= =−

∀ → Θ = Θ = Ω Θ Θ∑ ∑ ∫

Parität

, , ,P ( , ) ( , ) ( 1) ( , )l
l m l m l mY Y Yϕ π ϕ π ϕΘ = − Θ + = − Θ

Orthonormal

Vollständig

4)  Eigenfunktion der Parität 
Operator

0,1,2,3.... , 1,...,l m l l l= = − − +

1)

2)

*
, ,( , ) ( 1) ( , )m

l m l mY Yϕ ϕ− Θ = − Θ3)



Beispiele

l=0: s-orbital  (sharp)

l=1:p-orbital (principle)

l=2:d-orbital (difuse)

l=3:f-orbital (fundamental)
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Zentral Potential, Gebundene Zustände.
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Gebundene Zustände.
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Wasserstoff  Atom
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Bem.

1) Quantisierung der Energie kommt durch Normierungsbedingung der Wellenfunktion.

2)  

3) Entartung der Energieniveau. 

4) Länge Skala:
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Radiale Wellenfunktionen. , ( )n lR r
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Magnetisches Moment (Klassisch).
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Zeeman Effekt. (Atom im Magnetfeld)

Unter Vernachlässigung des diamagnetischen Term  können wir der Hamilton Operator 
des Wasserstoffs  Atom schreiben als:
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=> Im  Magnetfeld ist die Entartung teilweise aufgehoben. 

Aufspaltung der Energieniveaus 
ist klein im Vergleich zur 
Ursprungliche Abstand.
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Die Änderung der Energie der Atomniveaus  im Magnetfeld bedeutet dass, die Zustände 
ein magnetisches Moment  besitzen.
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