Kap.V Zentral potential und Drehimpuls.

1) Drehimpuls, Eigenwertproblem.

2) Ortsraumdarstellung der Drehimpuls & Egenfunktionen
3) Zentralpotential, gebundene Zustande.

4) Wasserstoff Atom.

5) Magnetisches Moment.



Kapitel V Drehimpuls
L=%xp . [px]=3a,, L=
o] | LEE
T e K L = L il
(|0 ]=0
Eigenwertproblem. ~ Sei: |) mit L |y) = Aly), Lly) = gly), und (y|y)=1

Moglich wegen (2) und es gilt: 4 e R, >0

Aus Kommutationregeln folgt:

Q)LL) = (Axh) L,
@ L) = BLv)
(5) Aus EJWHZ = B-22 FTA1>0

folgt: g > A(Axh)

v)

Ansatz:  B= Al(1+1) mit |1 >0
und A =#am
folgt aus (5) |m| < |

Note: we are free to choose | >0 for the
parametrization of g !



Notation:

Eigenzustande von L° und L, werden wir durch |I,m) bezeichnen.

v) - fLm)

L2[l,m) = #2(1+2)|l,m), L, [I,m)= am[l,m)

(m(lm) =66, » [IMm[LI

I,LI'"m,m'

L |1m) = al(+1) -m(m+1) [I,m+1)

L |l,m) = 210 +2) —m(m-1) [I,m 1)

Normierungsfaktor folgt aus:

L, [l,m)= »|l,m£1)

CLm) [ = 22[10+) -mmz)] = 52




Konsequenzen.

L.|lLm=1) = 0, L{lLlm=-1) =0
L |[lLm=1) ~ [ILm=1-12)
(C) | m=1) ~ [L,m=I-n)
Sei —l+1>l-n>-1 = I:_\I,m:I—n> =0 dasonst ware |mlgl-n-1|> I
Lm=1-n) o« |[ILm=-I)
=> |l-n=-1 => 2l=n, n eN
|=0,1,2,3,4,56,7...... Ganzzahlig  Orbital Drehimpuls

| = %,% , % , % ...... Halbzahlig. Spin



Ortsraum Darstellung von |[I.m>und L

x = r(sin(@) cos(e),sin(8)sin(¢), cos())

0 1 0 1 0
V=e _—+e,———+e, —
or r 00 sin(®) og
o - 0x /lox e:ax/ax _ 0x /|ox
v ar/ |or °© 00/ |00 " dp/ |0p
\ ﬁzxxﬁzﬁxxvzﬁ{%il_ ! @}
\ | | 00 sin(®) og
[ -ho
| O
R 2
£ = nt| T sine) e b
sin(®) 0O 00 sin(®)° dp
Gesucht:

Y, (6,p) = <¢9,go‘|,m> mit:
z YIm (9,(0) — hmYIm (61¢)
L°Y,,(6,9) = n1(1+1) Y,,(6,9)

>



Y, (0,0) = (0,0]1,m)- J e CD R cos(6)

Kugelflachenfunktionen

(j m

PI,ImI(X) — (1_ X2)|m|/2 e P|,0(X) Assoziiertem Legendre Polynome

1 d |
P,(X) = (x> -1) Legendre Polynome
"0 2'1 dx!
1=0,1,2,3.... m=-1,-1+1..,1
Eigenschaften:. o zjgfg_ \

2 T

1) Qrthonormal [de[dosin@©) Y,,"(©.0) Y, (0,0) =5, 6,0
0 0

2) Vollstandig
vi:S—->C f(0,p)

>3 a, ¥, (0.0) mita, =[dQY, (©,0) f(©,0)

3) Yi_n(®,9) = (-1)7Y,,(0,9)

Paritat

4) Eigenfunktion der Paritét ) Y, (©.0) = Y, (1-0,p+7)=(-D'Y, (®,0)
Operator ’ ' |



Beispiele

1
o= Tz
Y206, &) |
: Y10: \/5 COS(H), Y]_l:_ \/§ Sln(ﬁ)e"”
C T
=0: s-orbital (sh |
' 167 ’ 167
IV, & Y,,= *212_5 sin?(0) e’
\ VA

|=1:p-orbital (principle)
DACA N Sl CA

e

|=2:d-orbital (difuse)

Ve, &) Y208, &) |V3(8, &)

4

i
RS

|=3:f-orbital (fundamental)



Zentral Potential, Gebundene Zustande.

b - 21’“; s V(X)L omit V(x)=V(x)

Symmetrien: H (RP,RX) = H (P,X) mit Re SO(3)

Konsequenz: [I—AI ﬁ} =0 (Siehe Spéter.) - H, L? |:Z kommutieren

miteinander. Stationare zustadnde kbnnen gleichzeitig Eigenzustanden von L2und L, sein.

Im Kugelkoordinaten ist:

2 2 2
H = _h 82_'_38_4_ L2+V(r) , L=xxP
2M \ or r or 2Mr
Ansatz: u(r so dass:
Sy = MWy )

_ h® 97 . 711 +1)
2M or? 2Mr?

+ V (r) j u(r) = Eu(r) Radiale Schr. Gl.



Gebundene Zustande.

Wellenfunktion ist Normierbar: 1) ‘u(r)‘ <C/Jdr roow 2) ‘l/l(X = 0)‘ <o = u(0)=0

. . hzl(l+1) . hzl(l+1) .
Far, lim V(r)=0 und lim Vin)+——~|=Ilim ,————~ st
r—oo ( ) r—>0[ ( ) 2Mr2 ] r—0 2Mr2

IIIr—>0 I X IIIr—>0 I n IIIr—>oo ) o IIIr—>oo

K :lInverse Lange Skala: 0 = Kl ist dimensions- los und radiale Wellenfunktion lautet:

o’ 1(0+1)  V(p/x) )
(apz PE 1]“(”/")‘0

This is OK!



Wasserstoff Atom

x,, Ladung —|e|, Masse m,
4
x,, Ladung Z|e|, Masse M,
Im CM System ist Relativer Impuls Relativer Ort Reduziert Masse.
P’ Ze? M, P, —mP, M, m,
T oM T T MmN M T
K e K e
OM (Korrespondenzprinzip) :
X P’ Ze?’ u(r)
H = — Ansatz: x) = —=Y, (6,
CM M ‘X‘ W( ) r I,m( gp)
Radiale Schrddinger Gleichung:
0° (1 +1 3 - o
~ - ( : ) 4 Po _ U(p) =0 Ansatzz. G(p)= p'e Paw(p)
op p p

2
= J2M [E| /. pozK‘ZEe o= xr, G(p)=u(p/K)



Einsetzen ergibt:

(p o 2(I+1—p)a—+<po—2|—2)jw(p) -0
op op

2(k+1+1) - p,
“(k+1)(k + 21 + 2)

Ansatz. @(p) = Z a,p" = a,, = a
k=0

=>Fir k>0 ist a,/a = 2/k sodass a = 2°"/(k-1)! und w(p) =e*,p—>x

Damitist G(p)= p'"'e "w(p) = e’ , p—> © und die Wellenfunktion ist

nicht Normierbar !

Damit ist die reihe abgebrochen

Losung: 3 N =Kk, N eN, sodass 2(N+1+1)—p, =0 Und die Normierbarkeit vorhanden.

2 .4
— E - _ MZ"e n= N+1I|+1 n: Hauptquantenzahl.

" 2h%n?




1) Quantisierung der Energie kommt durch Normierungsbedingung der Wellenfunktion.

Bem.
2) N=n-=1-1>0 Fur gegebenesn ist 1=0,1,2,---,n-1
n-1
3) Entartung der Energieniveau. >, (21 +1) = n?
=0
h na h*
4) Lange Skala: &, = = —, a=——;=0.5 Angstrom (M=m,
) g ME| 2 o2 g ( )
5) ) . . " a: Bohrsche Radius.
Z° Me Me
En = - > > = Ry =13.6eV i Kontinuum
n® 2h 2h | = = = =
=g
(M =m,) e .
Optische Ubergange Al ==£1
Am=0,=£1
-t Is
0 = =2 =3

0y (0.0) = RNV, (0,0)

6) Gesamte Wellenfunktion ist: ¥/, ,(X) =



Radiale Wellenfunktionen. R, (r)
n=1 n=2

. 0.8 — L-Shell, s-Orbital (n=2, 1=0)
= o — L-Shell, p-Orbital (n=2, 1=1)
% 1.5 [— K-Shell, s-Orbital (n=11=0)] % 0.6 3/2 171/2a
2 | 2 IR, ,=2(Z/2a)""(1-Zr/2a)e
5l R,=2(z/a)" e | goa} ° 32 ]
g 1.0 [ -R11:<L/J§)(Z/2a) (Zr/a) e *r'%8
= —=0.2 7
20.5 103
& <
7 ~ 0

O | I | : | I : | | | |

0 10 %p 30 40 0 20 30 40

T/a
n=3
0.4 | | | | 3/2 2.2
o : B Z 22y 27°r _7r/3a
S0l | Ryo= 2| — 1- + — |e
gV — M-Shell, s-Orbital (n=3, 1=0) ! 3a 3a 27a
g — M-Shell, p—Orb@tal (n=3,1=1)] 7 3/o
L§ 0.2 M-Shell, d-Orbital (n=3,1=2) | 4 \/E 7 7r 7r 7r/3a
Z | R,, = —|1-— |e
301 | | 9 \3a a 6a
= 3/2 2
E . —_— R — 2\/5 (Z j (Hj e—Zr/3a
= - 3,2
\;>X<:;«~f”*‘”’_ | 27+/5 \ 3a a

0 10 20 30 40



Magnetisches Moment (Klassisch).

03 j(x,t) = q Y(t) ¥ (x-Y(t)), m= 1 jd?’x X xj(xt) = —— L
2C 2mc

m: magnetisches Moment

Im Magnetfeld, B F=V(meB)= -V U, U=-meB

QM: Teilchen im EM Feld.

(Coulomb Eichung)

H = i(f)—ﬂA(X)j + g 4(X), B=VxA(x)=(0,0,B) => A(x):-lxxB
2m C 2
qo P 0 6x) - T Bel + -4 p2(xtsy?

2m 2mc 8mc?

2

Z>zh, <x2+y2>za, g=-e, e>0

|

Fur Wasserstoff Atom ist: <

- - 2
Diamagnetisch ~ eB a ~107° B (in Gauss) Diamagnetisches Term
Paramagnetisch 4¢c h Ist vernachlassigbar.




Zeeman Effekt. (Atom im Magnetfeld)

Unter Vernachlassigung des diamagnetischen Term kénnen wir der Hamilton Operator
des Wasserstoffs Atom schreiben als:

- P2 Ze? e _ - | ) u,, (r)
H = o x| + TV BL, Eigenzustande: y,, (x) = ——— Y,,(0,9)
Z eB Z m en
ia E =-Ry— +——im = —-Ry — + 4, —2Bm, =—
Energie: nm y n2 M y n? He He 2m,c
Mg : Bohrsche Magneton. Mg =9.274 009 49(80) x 10 J-T*  (SI)
U = 9.274 009 49(80) x 10" erg-G™ (cgs)
=> |Im Magnetfeld ist die Entartung teilweise aufgehoben.
Aufspaltung der Energieniveaus
m . — .
o ist klein im Vergleich zur
7 1 lugB Ursprungliche Abstand.
=2 n=3. "—ﬁ
Ermmmmme- -1 o
A Y\ 3
IL\ P 1B ~ 4Ry x 10°B (In Gauss)
=1 n=2 T ’;
3 Optische Ubergange Al = +1

Am=0,+1



Die Anderung der Energie der Atomniveaus im Magnetfeld bedeutet dass, die Zustande
ein magnetisches Moment besitzen.

Moo - o { - _ HeMep



Spherical coordinates.

- . s | =
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