Kap 8. Addition von Drehimpulsen

Allgpemeine Fragestellunag:

Sel ‘l17m1>7 my ==l 1, i ‘l1am1> = h2l1(l1 +1)‘l1,m1>, L

. : 1 2
Basisvon 77, . Esqilt: dim (7%, )= 2[, +1, [, = 0,5,1,%,2, ------ ; L&, > 7,

Sei: H= H @K,  dim(H) =2, +1)@l,+1)

L L ~
Basisvon  77:  |L,m)®|L,m,) sodass, Y Y (|h,my)®|h,my)) (L m | ®(L,m, )= 1

my=—l m 2=—L2

Gesamt Drehimpuls: j: ) + ﬂ2)7 mit ﬂl) — f,@i und f,(Q) — i@f,

. H>H
Da [ﬁz,ﬁ]]: zhkzg; EZ’J’klik gilt [jz,jj]: zhig“‘?’kik

El‘j,m>€72’= 77/l®77/11 | 32‘]7m> :th(j+1)‘jvm>v jz‘],m> :hm‘jvm>

A

d.h. wir wollen eine Basis von /7 finden so dass, j2 und Jz diagonal sind !



Clebsch-Gordan Koeffizienten

ol

et = = Y3 ((hm) @lkm)((bm | @km) 5m

my ==l my=—

-1

Es gilt: (<l1,mi‘ ®<lg,mg‘)\j,m> #0 nur fallss m=m, +m,

bymy) ®|l,m,) = h(my +my) |, m;) ®|l,m,)

da: J_|j,m) =hm|j,m) und J.

Fragen: Clebsch-Gordan Koeffizienten?
Welche werte von j sind tberhaupt erlaubt ?



Beispiel. Addition von zwei Spin ¥2 Freiheitsgraden:

- S®1 und §(2) =

=7 jG+D|jm), J.|jm)

JMe[n) =t)elT)

4)

1®S

= him| j,m)

(7, =i, )L = 72 [1,0)

7 = 72’%®72’%, dim (% ) =4,
Basis : \T>® \T> \T>® M ¢>® m ¢>®
J=8" +§% , it S
3
AN S
Ty =i,
Gesucht: ‘]7m> e /7 mit 32‘]7m>
Es gilt: e |T) =2 T)e 1),
= 1= [Nelt) dar T L) =
1,0) = (m L) +[4)e|1) J_ ]1,0)
1,-1) = [H)®|4) S 1,-1) = 0

h2 |1,-1)

Ist:

=>



dim(H) =4. d.h. Es fehlt eine Zustand!

Im urspriingliche Basis:

i Ne 1) = ate 1))
J. T>® ¢> - 0

J, ¢>® T> _ 0 - =>7wei Zustande mit ™ =0
e |4 = -afe )

Im |j,m> basis:

J. |Lm)=hm[lm), m=-10,1 Ein Zustand mit m =0

=> Esfehlteine Zustand mit m =0 und die Orthogonal zu |1,0> sein muss.

Einzige Mdglichkeit (bis auf eine Phase) :

0.0) = (M)~ [Ye|1) J32[0,0) =0 , J.|0,0) =0



A

Basis von /7 so dass, J und jz diagonal sind:

i
Vo

77/1/2®77/1/2 = ‘070>> ‘171>7 ‘170>7 ‘17_1> = 71, ® 7,

—_—
77

\ 72/1 J
d.h. Kombination von zwei Spin ¥z ergibt eine Drehimpuls 0 (Singulett) und drei Drehimpuls 1
(Triplett) Zustande.

Clebsch-Gordan Koeffizienten.

sem: |
0.0)) |55 0 o|fine [3)
S ] D
0 0 1 0
-1 o o o 1/llh)e
N Y,
e

Orthogonale Matrix. => Alles was wir gemacht haben ist eine
Basis Transformation !



Allgemein qilt:

77/zl ® 77/5: 77/zl+z2 D 7le+z2—1 D .- D 77/\11—12\

Dimensionen stimmen da:
dim (7 ® 7, ) = (20 +1)(2], +1) -
dim(7,,, ® 7, ® @7, )= D (2n+1)= (2 +1)(2, +1)

n=[l 1|

Clebsch-Gordan Koeffizienten bilden (2[1 + 1) (2[2 + 1) X (2[1 4 1) (2[2 + 1) Unitar

Matrix. (<l]7m‘®<lp%‘)‘],m> — U@lvlz)

(maml)v(jvm)

m, =l L, m, =~ -, = (2[1 4+ 1)(2[2 + 1) Mdgliche Werte.

7 ‘l1 — 52‘... L+l, m=—j-j => (2[1 + 1)(2[2 + 1) Mdgliche Werte.



Besip. Feinstruktur Aufspaltung.

a) Addition von Drehimpuls: 77/1 ® 77/1/2 = /L9 S 77/1_1/2 (I ganzzahlig)

Gesucht: Basis so dass, 32 und jz diagonal sind. j = f, ®i + i@é

77/”1/2 Hilbertraum:

FLne| T = #(j+ L) ®|T)
Es qilt:

J et = ajL)®|T), j=i+1/2

= j=141/2, m=1+1/2)=[L]) ®| 1)

Mit: j_‘j,m>: nJi(i+1)-m(m-1)]j,m-1)

erzeugt man rekursiv die Zustande: ‘] =1+1/2, m>

j=1+1/2, m>=\/l+727;:11/2‘l,m—1/2>®“>+ \/l_;;i;/Q\Z,mH/z}@\i}



Analog :71,_1/2 Hilbertraum:

j=1-1/2, m>=—\/l_;':11/2 Lm—-1/2)®| )+ \/”Z:/z Lm+1/2)® 1)

Wasserstoff Atom mit Spin-Bahn Kopplunag.

HO
~ | P2 ze? - ~ A A
H=lom T | ®he a (Lol )e (1, ®S )
. ) : . Z°Ry me"
Eigenzustdnde bei a=0: |n,l,m)®|s) Energie: B, = —-—=, Ry-= - ~13.6eV
n

Bem: Ohne Spin-Bahn Kopplung ist | eine gute Quanten Zahl.

Eigenzustande bei a # 0

Bem: Mit Spin-Bahn Kopplung ist j (gesamt Drehimpuls) eine gute Quanten Zabhl.

pa: (L®1)-(1®S) = %(32—0:@1)2—@@@)2) ist:

2

(L®1)-1®S) |j,m)= %(j(j+1)-|(|+1)-3/4)\j,m>



Eigenzustande mit Spin-Bahn Koppluna:

> mj=1+1/2, m>=\/l+m+1/2\n,z,m—1/2>®m+\/l_m+1/2
20+1 20+1
h2
Mit Energie B+ a2 [
' [—-m+1/2 [+m+1/2
> ni=1-1/2 m>:_\/ 2l+1/ \n,l,m—1/2>®\T>+\/ 2l+1/
h2
Mit Energie B, — 052 (l+1)
n, j=1+1/2 s ah2l
2j+1=21+2 mal entartet " 2
l 2
P ] %(25 + 1)
2(21+1) Mal Entartet. . 2
n, j=l-1/2 E - O‘Zh (I+1)

2j+1=21 mal entartet

‘n,l,m+1/2>®‘¢>

‘n,l,m+1/2>®‘¢>



GrofRenordnung von a, Nur Dimensionen Berticksichtigen.

/ n

a =

Bohrsche Radius.

Zej/\a3 me’
1 1 0¢
L gHp _ / h, ¢=72lelr
2 cm X| or| .
x=X nl
1 e’ 7
So dass, a = 5 2 3

=> 2 2 \2
ah(21+1)/2:Z(2l+1)e_ |
Ry 2 ch

5 (57

Feinstrukturkonstante.

Feinstruktur Aufspaltung ist klein gegeniber Balmer Aufspaltung (Ry).



