Mathe fur QM Fokus. Zusammenfassungq.

I) Der Hilbertraum. Vollstandiger, unitarer Raum.
a) Volstandiges Orthonormalsystem (VONS).
b) Lineares Funktional, dualer Raum, Dirac Notation.
c) Lineare Operatoren im Hilbertraum.
d) Direkte Summe und Tensor Produkt zwei Hilbertraume.

II) Distributionen

[II) Fourier Transformationen. Faltung und bedeutung.



|. Definitionen.

Def: Korper K. Menge M mit zwei Operationen +: KxK —K und e: KxK —K

Vx,y,zeK gilt

Kl) X+y=y+x Xoy = yeX Kommutativitat
K2) (x+ y) +z=x+ (y + Z), (x-y)-Z _ x-(y-z) Assoziativitat
K3) xe(y+2)= xeoy +Xx ez Distributivitat

K4) 30,1eKmit 01| VxeK x+0=x, xel=x
K5) VxeK dyeK| x+y=0, y=—x
VxeK dyeK| xy=1, y=1/x

Beisp. R,C



Def: Vektorraum V: Menge M von Vektoren und Korper K mit folgenden Eigenschaften.

vVigheM af K gilt

Addition: + M xM > M Multiplikation: e KxM — M
f+g=g+f ae(f+h)=caef+ceh
(f+g)+ h=g+ (f+ h) (a+ p)ef=cef +[ef
30eM | VfeM f+0=f (e f)ef = ae([ef)
VfeM ,3heM | f+h=0 d1eK | VfeM lef=f

Beispiele:

) M = C”z{f|f=(zl,zz---zn), ZZ.EC}, K=C
Addition: (z;,2,0,2,) + (x,x,,x,)=(2, +X,,2, + X, -+, 2z, +X,)
Multiplikation: «ae(z,,z,---z,) =(aez,aez,---,aez)

2) M =C(a,b) :{

f|f=/(x) Komplexwertige stetige Funktion
mit Definitionsbereich [a,b]e R

K= C
Addition: f(x) + g(x) =h(x), Multiplication «a e f(x)



Def: Unitarer Raum  Vektorraum V iiber C heift unitar falls es mit einem

Skalarprodukt, VxV—>C: f,geV — <f‘g> cC , versehen ist.

Dabei gelten folgende Axiome:

vV f,ghel, aeC

S (f|f)e{R",0}, (f|f)=0 <=0
<

Folgerung: (af| g)=a"(f|g)

Def: Orthogonale Vektoren. Zwei Vektoren heifden zu einander Orthogonal falls,

(] g)=0




Beispiel: 1) M = (C”z{f|f=(zl,zz---zn), ZZ.EC}, K=C

f=(z,z,-2,) g=(x,x,-x,), (f

®
I

1N

N
=

fif= Komplexwertige stetige Funktion
2)M:C(a,b):{| f(x) Komplexwertige stetige Fu <)}’

mit Definitionsbereich [a,b]e R

f=/(x), g=g(x), (f[g) = [dx " (x)gx)

3) f,g eC(-L1) f(x)=x, g(x)=x’=(f|g) = jdx X =0

- fund g sind zu einander orthogonal.



Def: Normierter Vektorraum: Vektorraum Gber C mit Abbildung HgH : V >R

Vi, gelV , aeC

N1) | g| =0

N2) |g|=0 <g=0
N3) |+ <[]+
N4) |ag|=|a|| g

Satz: Sei V ein Unitarer Vektorraum Dann qilt: H gH = <g‘g>

Satz: Schwarzsche Ungleichung.

‘ <f‘g>‘ < HfH HgH - Unscharferelation

Bem: )

Unitarer Raum Normierter Raum
S

mit;:



Konvergenz, Vollstandigkeit.

Def. Sei V ein Normierter Vektorraum. Eine folge {f,,}neN 5

heit Konvergentfalls: 3 feV | lim |f, —f| =0

n—»0

dh. Ve>03NeN| |f —f]| <e¢ Va>N

Def: Cauchy Folge. {fn}neN heil3t Cauchy Folge falls:

Ve>03INeN | |t -f| <e Va,m>N

Bem: Konvergente Folge ( ;: Cauchy folge.

f eV VneN

Def: Vollstandigkeit. Ein normierter Raum heif3t Vollstandig wenn in ihm jede

Cauchy folge Konvergent ist.

Beisp a) Q st nicht vollstandig.



b) f| f=f(x)eC, xe[a,b]cR, f(x):stetig,

C*(a,b): M = b K =C
“ (flg) = Ide*(X)g(x), fl|=/(f|f) <o

Ist nicht volistandig da z.B.  f, (x) = tanh(nx) C’ (—1,1) Vn aber

1 fur x>0

¢ C°(-1,1
—1 fiir x<0 ( )

im0

Satz: Jeder nicht vollstandig unitarer Raum, /', kann zu einem vollstandigen unitaren Raum

V erweitert werden so dass, V in Vdicht liegt.

Bem: V liegtin /' dicht: Vf eV 3f, eV | limf, =f

n—>0

Beisp. @ "R

C*(a,b) = L’(a,b)



Def: Ein vollstandig unitarer Raum heif3t Hilbertraum.

Beisp. > L’ (a,b)

> M =C'={f|f=(z,z,---z,),z,€C}, K

f:(ZpZZ'HDZn) g:(xlﬁxZ.”’xn)’ <f‘g>:



| a) Volstandiges Orthonormalsystem (VONS).

Def: Sei H ein Hilbertraum. Eine Menge {a,jcH  heilst orthonormal falls

1 falls i=j
| aj> = 51,]: . .
0 falls 1# ]

Def: VONS (Basis) Sei H ein Hilbertraum. Ein orthonormalsystem M={a}lcH heilt

vollstandig wenn es kein f€ H\ {0} gibtso dass,  (f

ai>:O VaeM

Folgerungen: Sei {a,} VONS von H
- vieH f=)a (alf)
- vigeH (glf) = 2 (ela) (alf)= X (ale) (alf)
- vied (el = X @lr) @ln=X (alo)]

i



Beisp.
1 0
a) C*: alz( j, a2:(j
0 1

b) L’ (a,b): a,(x) =

£(x) =%Ze (a]f),  (af)=

27

j dee b f(x)

Fourier Transformation. (Vollstandigkeit beweis, siehe spater)



| b) Lineares Funktional, dualer Raum, Dirac Notation.

Def. Sei H ein Hilbertraum. Ein lineare Abbildung L: H — C heil3t lineares funktional.
Linear: vV f.ge H «a,feC L(af + pg) =aL(t)+ SL(g)
4 N

Def. Norm von L [ L 1= supg oy | L(F) ]

< Def. L heifl’t stetig falls \ {fn} eHAmit imf =f e gilt lmL(f )= L(f) >

n—>0

Satz: L stetig < ||L||<x
- _/

Satz von Riesz Sei H ein Hilbertraum. Zu jedem linearen stetigen Funktional L 3 genau

g, €H sodass: L(f)= (g, |f) VfeH



Def: Dualer Raum. Essei H ein Hilbert Raum. Die menge, ﬁ,derlineare stetigen

Funktionale, L: H —>C heiRtderzu H duale Raum.

Bem:
H={L:H—C, Lstetig} isopmorph {gL eH, L{f)=(g,|f) stetig} =H
d.h. eins zu eins Abbildung zwischen A und H

Dirac Notation. Sej: L, (f) = <g|f>

~

L E<g| € H Bra

g

fE|f>e H Ket

Eigenschaften:

a)  (og[=a (g

=1

a,)(a,

b)  Sci{|a,)} VONS —> >



Bem: Eins Operator: 1 : H — H | V|f>eH i|f>=|f>

In der alten Notation

>aL, () = Yal,

c) ‘v’|f>eH |f> =1

fy=f VieH= Yal =]

V|f> e H |f> —> <a2.|f> |f> kann man immer als Vektor darstellen




c) Lineare Operatoren im Hilbertraum

Def: A: H-> H, 121|f> = |g>, nennt man Operator in H
: 2 ~ 1d
Beisp: a) H=1L(a,h), P=-—
[ dx

b) Projektions-Operator Isf = |f> <f|

a,)} VONS — > =1

a,)(a,

c) Eins-Operator Sei {

A

Def: Lineare Operatoren. A - H— H heildtlinear falls

V|f).|g)e H, a,feC,  A(a|f)+pB|g)) = ad|f)+pA

| —

Beisp: H:Lz(a,b), p= i ist linear.
dx

I



Multiplikation von Operatoren: AB

Es gilt: (ﬁé)ézﬁ(éé)

Beisp. H =L’(a,b), P=

Matrix Darstellung von Operatoren.

a,)(a,

f)=(a,]g) < (a

Sei {

a,)} VONS — >

A

Alf) = |g) < (a,




Def: Norm eines Linearen Operator.

4= w16y ¢ g g1 1417

Axiome der Norm sind erfullt !

NI1:

N2:

V3: |4+ B <d]+] 3]

A

A

> ()

=0 < A=0 HIZIH :O:>V|f>¢|0>, H121|f>H:0:>121|f>=|0>

Aistlinear = 4|0) = |0)
= Vi|t)e H Alf)=|0)

4+ 8= supyey ey 410+ BIO] <supyey 4y | [AI0]+[B10)] <

Sup|f>,||f||:1H/]|f>H +Sllp|f>,||f||=1”Z§ |f>” - HAH“LHBH




Def: A heilt beschrankt -> HAH <@
Schwarz'sche

e Y ﬁf:|f><f| Ungleichung.
}3f = SUDyp )l H| |g> H = SWg\ep g ‘<f|g>‘ H|f>H =

sup g IDIMNO] = N6

1/4
0 1 2
b) L*(R): X = x istnichtbeschrankt da: f,(x) = (z—j o (x4
T

1 1/2 «»
2( j J‘dxxz( n)? /2 ocn2

1 1/2 = )
”f(x)” ( j Idxe_( 2 _ 1 aber ‘

Bem: [ﬁ,é]:ii < A oder B istnicht beschrinkt



Inverse, Hermitesche, und Unitare Operatoren.

Ve N N

Def: Sei A OperatorinH. Derzu A inverse Operator, A~ istdurch

AA = 4

f> =|f> Ve H definiert.

Adjungiert Operator.

>

Def: Sei A Operatorin H. Derzu A adjungiert Operator, IZIT ist durch

<g‘,?1f>= <,?1*g‘f> v |f),

g> cH definiert.

N

AT

g> e H

Aquivalente Definition (<g|121|f>)* :<f g> \ |f> ,



Folgerungen

a)
b)
c)

d)

IZIT ist linear.
(48) = B4’
(@i +pB) = a'B 4B, apeC

)}

=1

Matrix Darstellung von A Sei {

> [,)(a,

A A

A =14"1= Y|a,)(a,|4 |a,)(a,] A=141= Y|a >< Ala,)a,|
n’m EA%Z o T
n.m n,m
A=) ({0 ) - ..

AT = AT



~ ]
Beisp: L(R): P=-
i

(f

4
d

P

g) = j dx f*(x) ——g(x) = /g, - jdx—(— (x)) 2(x)

=0

*

_ “dxg (x)(——f (X)j } =(<g|f’|f>)*

> In *R) ist P=P

Def: A heift selbstadjungiert oder Hermitesch falls A'=4



Eigenvektoren, Eigenwerte.

Vel

Def. Sei A ein Lin. Operatorin H. Ein Vektor ‘a> #‘0> heil3t Eigenvektor mit eigenwert

aecC fals. A

a) = ala)

Def: Die Menge alle Eigenwerte heilt Spektrum von 4

e

Satzz Sei A4 einLin. Operatorin H mit A= IZIT. Dann gilt far

A

ai>:ai|ai>, a, €R, und <al.‘aj>:()ﬁjr a #a,

N

14t A A

aj>)*=<aj ai>—(<ai aj>)*:(ai—aj*)<aj‘ai>

a) i=j = 0=(a,—a )(aa)= a,=a/= o, R

b) i%xj = O:(ai—aj*)<aj‘ai>:> <aj‘al.>:0 da o, #«a,




Bem. Fiur A=A" A

a,)=c,|a,) und <ai‘aj>= 0,

i,j
Konsequenz  (Definitions-bereich von A seid).
3] = Ta,la)a,

Def: Unitare Operatoren. Ein Lin. Operator, U , In H heil3t Unitar falls.

i=ii=ay

n

<Ug‘(7f>:<g‘f> vIf), |g)eH
Folgerung. <(}TUg‘f>:<g‘f> v|f),|g)e H U'U =1

Funktion von Operatoren ist durch die Taylor Entwicklung definiert.

x dann 1ist f(zzl) = if(”)(x) 4

n
n! = =0 p

Sl f(0= D /"],

dann 1st {a j} VONS



Beispiele

a) Sei A'= A4 und aeR.

e 0
Es gilt fur A = ( )
—i 0
Baker-Hausdorf.
Sei [[ﬁ,é] ,21}:[[

Bew:

21,1%] ,é}

A

Dannist U =e“' , unitir da U'U =1

o (cos(a) — sin(a))
Y —

sin(er) cos()

. A ip | AB|2
0 dann gllt: eA eB = eA+B e[ ]

Sei U()=e¢"e®, teR sodas
d A NN A ~ ~OOA
d—U(t) = e"4e” +ee”B =
t

S

e 4o +ele®B=U(t)eAe” +U(t)B

Aber: ie‘”}}fled§ = e"é[ A, A]eté = [2,}}} da [[ﬁ,é] ,Bﬂ =0
A

Fur t=1 ist der Satz bewiesen.

21,1-}}2 /12 +(A + B)t




Tensorprodukt Zwei Hilbertraume.

sei {|a,)},, VONS von H, und {b)}  VONS von H,

jil---N
Dann ist {\ai>® ‘bj> }i:l---M e VONS von H,®H, so dass:
VI|f) e H®H,, |f)= > «a,a)®|b)
il--M, j1l---N
Skalarprodukt. ‘f> = Z a; ai>®‘bj> und ‘g> = Z B, ai>®‘bj>
il--M, jl---N il--M, j1---N

M=
K
*
=
—
S
&
&
S
\5‘
N —
—~
3
bl
~~—"
&
=
~~—"
N —
Il

Skalarprodukt in H, Skalarprodukt in H,



Esgiltt  dim(H, ® H,)=dim(H,) dim(H,) Ort. Spin

/

Beisp: a) Spin 2 Teilchen in ein Dimension. H=LR)®C? /

b) Spin % Teilchen in drei Dimensionen H = I(R)® L*(R)® L*(R)®C?

X- y- z -Komponente

c) Zwei Spin ¥2: H= C*Q®C?
Basis von C° : { ‘T> , ‘¢>}
Basis von 7= 20 € {[Pa[t). [Ne[l), [Welt). [Heli)]



Lin. Operatoren auf Tensorprodukt Hilbertraume

Sei H=H,®H, mit {|a,)} VONSvon H, und {[b )} VONS von H,

Ein Lin. Operator 4: H — H istdurch A= 1?11 ®1?12 mit ,211 :H, — H,
und 1212 : H, > H, gegeben.

Esgit:  VI|f) eH \}Za\ )®|b,) Alf) = Za 4a)®4,]b,)

@&mhmm:@wwpgwm};;mmwww
-2 X (a)olb)((alob,)

Letzte schritt folgt aus der Tatsache dass, ‘ai>®‘bj> ein Basisvon H, ® H, ist.

by H= LR)®C’

i-pes, p-le UT5T><T5U]:(0 q

rhe (ST (S Ao



Distributionen, Dirac d-funktion.

Def. Schwartz’sche Raum.

S(R):{go(xﬂ p(x)e C*(R), max |x“j—/;go(x)\ <00 Va,ﬂeN}
x X

Beisp. e e S(RR) aber =& S(R)
1+x
Bem. S(R) Liegtdichtin L*(R) .d.h 3 VONSvon L*(R), {a;}, a, e S(R)

Def: Die Linearen, stetigen Funktionale Giber S(R)  nennt man Distributionen. Sie Menge

der Distributionen bilden der zu S(R) dualer Raum: §(\/R)
LeSR): L:SMR) »>C, Lp)eC

Bem:

L(p) = L[Zai <al. go>) = ZL(al.)<al. g0> = ZL(ai)*ai o )= <g*‘§0>:

v

Vo

:g*

[ dx g(x)p(x) =L, (p)



Beisp:  Dirac d-Funktion. i
Ly(p) = [ dx 5(x)p(x) = ¢(0)

Heaviside Funktion. 2 2
Lo(p) = [ dx Ox)p(x) = [dx p(x)
—00 0

5-Folgen. Satz: Sei g,(x) mit jdxgl(x):l

Sei  g,(x)=ng, (m)
Dann gilt: ~ limg,(x) = o(x)

dh.  lim [drp()g,(x) = [dee) 5x) =p0) V¥ p()eSR)



Beisp: 1 sin(x)

g,(x)= Lfdke”“ =ng (nx), mit g (x) =—
2 * T

X

Da Idx g (x)=1 gilt i I dke™ = 5(x)

Konsequenz: Fourier Transform.

f(x)= ﬁ I dk e_”“jN‘(k) mit 7(/{) = ﬁ J dx e™ f(x)

Bew:

ﬁ_]idk e ™ Fk) = i _]idke”“j;dy e () =Iody i_]idk e Y f(y) =

o v

S(x-y)

= [y 6(x-»)f () = fx)




Die Fourier Transformation ist eine Unitare Transformation in L* (R)

Bew:

st (0N () = = [dee () = Tb)

(0r]08) = [ ak 7' 2k) = [ ak [ ave® r2() [ave g()=

—00

[ x| dr - [k’ p2(g00= [ [ dv o)1 * g ) = [ def* g =(1]s)




Bemerkung. Jede Funktion kann man als Distribution auffassen.

d.h. f(x) istdurch Kenntnis von Idx p(x) f(x) Vo(x) e S(R) eindeutig bestimmt

Bew: Sei f(x)% f(x) mit de o(x) f(x) = de o(x) £(x) Y ox) e S(R)

0

= [ dx o[£ ()~ £()] =0 V o(x) € S(R)
= ( dx (ikf)n p(X)[ f(x)- f;(x)] =0 V nelN, keR
M n!
=g(x)

= [ dv & p(0)[ f(x)~ ;)] =0
= g(k) =0

1 —ikx
= g(x) = E_J;dke g(k) =0

= e[ f()-f(0)] =0 vV o(x) € S(R)

= f(x)=/(x) = Widerspruch



Ableitung von Distributionen.

Sei f(x) e ’'(R), f kann man als Distribution auffassen:

L, (p) = I dx f(x)p(x), f' kann man auch als Distribution auffassen

L,(p)= Idxf(x)co(x) - —jdxf(x)—co(x) - - I, (jxco]

Def L, @)= D’ Lf( d coj

L dx”"
dx"

Eigenschaften von Dirac 5-Funktion

> x0(x)=0

> O(x)=0(—x)

> O(ax) :L5(x)
o

d O(x) = § O(x) = I x>0
> (x) = o(x), O(x)= 0 5 <0
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