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Kap. I. Teilchen-Welle Dualitét

Photoelektrische Effekt, Compton Streuung.

Einstein 1905 Licht hat Teilchen Charakter.
/N /\
",/ <«——> E=ha p=nk (a):C‘k‘).

De Broglie 1923 Teilchen haben Wellen Charakter.

E=hw, p=fk ‘N\—/\— <«—> mv @

Davisson-Germer experiment (1927)

Atomspektren. Bohrs Quantenhypothese (1913) L = n#

OM: 1923-1927: Dynamik von einem Teilchen ist durch eine Welle beschrieben.
Bei einer Messung beobachtet man ein Teilchen.




Feynman Doppel-Spalt-Experiment. Teilchen, Wellen und Materie-Wellen.
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Was passiert bei Elektronen?

Elektron treffen den Bildschirm wie Teilchen.

Verteilung zeigt Interferenz-Muster wie bei Wellen.

Planck 1923.

Elektron ist durch eine Welle beschrieben. Wellenfunktion LP(X,'[)

Bei eine Messung beobachtet man eine Teilchen. |¥(x,t)|? ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte, das Elektron am Ort x zu finden.

Die Aussagen des QM sind von statistischer Natur.






“There was a time when the newspapers said that only
twelve men understood the theory of relativity. I do not be-
lieve that there ever was such a time. ... On the other
hand, I think it is safe to say that no one understands
quantum mechanics. ... Do not keep saying to yourself, if
you can possibly avoid it, ‘But how can it be like that?’ be-
cause you will get ‘down the drain’ into a blind alley from
which nobody has yet escaped. Nobody knows how it can
be like that.”

R. P. Feynman
The Character of Physical Law
(1967a, p. 129)



Kap.l Zusammenfassundg.

Teilchen ist durch eine Welle beschrieben. Wellenfunktion W (x,1)

Bei eine Messung beobachtet man eine Teilchen. [W(x,t)|? ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte, das Elektron am Ort x zu finden.

Die Aussagen des QM sind von statistischer Natur !

De Boglie: Wellenfunktion fir freies Teilchen mit Impuls p und Energie E = p2/2m

‘P(x,t):Aexp(%[px —Et]j da p=#sk und E=%how




Schrodingergleichung. Dynamik von Wellenfunktion.

Forderungen:

1) Dgl 1. Ordnung in Zeit. => W (X, t) ist eindeutig bestimmt durch ¥ (x,t = 0)
2) Linear. => Interferenz Effekten wie im Elektrodynamik.

3) Erhaltung von Wahrscheinlichkeitsdichte. (Homogen).

4) Y(x,t) = A exp(i%[p X — Et]j ist Losung fur Teilchen mit Energie E

und Impuls p

.. O 7
Iha\P(x,t) = o A, P(x,t) + V(x)¥P(xt)




Allgemeine Losung fur Freies Teilchen.

. d p I
Y(x,t) = ¥ (p,t =0) ex X—Et =
() = | Gy ¥@:t=0) p[ P ]j
oy 00 o)
= LP 1) ex
2y (p.t) exp
d’p | 2
e “P(p,t) ‘ Wahrscheinlichkeit das Teilchen zum Zeitpunkt t innerhalb
(277) des Impulsraum Volumenelement d’ p um den Impuls p zu

finden.




Observablen / Korrespondenzprinzip in Ortsraum.

<x>=:d3x P (x,t) [ x ::dgx ¥(x,1) " X W¥(x,t) X =x

)=l ¥ o =[x ¥0 P Yy Pl
d3p 2 2 3 w., O

(E)= j(znhf ¥ (p,t) | p?/2m =jd x ¥(x,1) Iha‘lj(x,t)

Allgemeine Form der Schroédinger Gleichung.

ih%‘l’(x,t) = H(P,X,t) ¥(x,t)

wo H(p,X,t) die Klassische Hamiltonsche Funktion entspricht.




Gauss Wellenpaket

11}(;1331‘_ — O) — 1 - E%pl}l‘. E?_IQ /4D
(27 D)"*
/2 N Un = ff'-m.
@(:I?,f) = 1 - ( D ) EE%{pDI—E(pg}t}e—(:r.—t_egf)“lep(f) 0 p[:'
(22D \ DD D(t) = D + ith/2m

<p} = o, <’1} = Upt

Dot Wie beim klassisches Teilchen. Beispiel von
Ehrenfest Theorem (siehe Kap. Ill.)

(A_,}'E- — <( <-v'3‘]2'“> — D1+ "t
Ar)” = —1(x;)) ) = Am?2)?




Aus Rechnung: Ap AX :%\/1+ (ht/ZmD)2 > %

Beispiel von Heisenberg Unscharfe-Relation.  Allgemein qilt:

Ap AX > % (siehe Kap. 3) Unmoglich p und x Gleichzeitig exakt zu bestimmen!

Konsequenz. Nullpunkt Bewegung, Nullpunktenergie.

Beispiel: Harmonische Oszillator
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Teilchen im unendlich Potentialtopf.

A
V(x)
A
< V =0
>
Y >
-L/2 +L/2
p: :
Stationare Schrodinger Gl. {m + V(X) }‘//(X) = E w(x)
Randbedingung: w(x) =0 fur |x|>L/2

w(X) stetig — fur w(x=+xL/2)=0

ipx/Hh —ipx/h

Lésungs-Ansatz  ( [x|<L/2) w(Xx) = ae + be

Stationare Schr. Gl. > E= p°/2m

Rand Bedingung > k=p/a =2nxz/L, k=plh

= (2n+1D)x/L



Ungerade Pariat. Gerade Pariat.
k @=2nz/L, n=1,2,3.. k¥ =(@n+1) z/L, n=0,1,2,3..
W(x) = 2 sin( k_x) (9) 2
W L n P (X) = T cos( k x)
En(u) _ hzkn(U)Z E 0 _ thn(g)Z
2m n om

‘//o(g)(x)
Wl(U)(X)
l//l(g)(x)

2 \ . 1 ‘ 1 . 1 ‘ 1 X/L

-0.4 0.2 0 0.2 0.4



Comments.
1) Quantization of energy stems from boundary condition!
2) Ground state does not have vanishing energy. (Zero point motion! Uncertainty principle.)

3) The energy Eigenstates build a complete basis (VONS) of L*( [—L/2, L/2])

Y W(x,t:()), W(X,tzO) — ao(g) Wo(g)(x) + Zan(g) Wn(g)(x) 4 an(u) l//n(u)(x)

n=1

and

w(xt) = ao(g)e_itEO(g)/hwo(g)(X) n Zan(g) e—itEn(g)/hwn(g)(X) ra® o tE) I @ (x)
n=1

Is a solution of the time dependent Schrddinger equation with appropriate intial conditions!



Kap. Il  Allgemeine Formulierung der QM.

1) Der Hilbertraum, Dirac Notation.

2) Lineare Operatoren.

3) Postulate der QM.

4) Unscharferelation, Zeitevolution, Bewegungsgleichungen fir Operatoren.

5) Dichtematrix Formulierung.

6) Pfadintegral Formulierung.




a) Hilbertraum, Dirac-Notation.

QM System —» Menge von Zustande (z.b. Zustande Teilchen in unendliche Potentialtopf. ¥ (x)

Zustande identifizieren wir zu Vektoren |«) in abstrakte Hilbertraum %

a‘l
Ket. |a) > | a eC z.b. n) - ¥ (X
aOO
Duale zustand Vektor zu |a>
Bra. (a| — (a,, --a.)
Skalarprodukt. ), |B) € 7 (a|B) =ab +---+a.b,

Orthogonalitét. (a|B) =0 = |a),

B)  Orthogonal zueinander.



Norm (durch Skalaprodukt induziert) HaH = <a\a> Es gilt Ha +ﬂH S H“H T HﬁH
2
(a| ) < |e| 4]

Basis Vollstandig Orthonormalsystem (VONS)

3 |¢,), n=1---00, € # 50 dass:

8

) V|a)e 3t |a) = > |4,) (¢ |a) Vollstandigkeit.

n=1

2) (Sltn)= O Orthonormal.

3) Y.a,|4) =0= a=0(i:1-0) Linearunabhangig
n=1

Darstellung des Eins. Aus Vollstandigkeit folgt:




Beispiel.

Darstellung der Eins.

Geeignet fur zwei-niveau System.

;\”N = ( j (1,0) + Gj (0,1) :(é (1’j:

b)  Impuls und Ort Basen ,

p) — Teilchen mit Impuls p

Orthogonal <P‘P'> =(2zh)*5°(p-p),
d’p

Vollstandigkeit. j(zﬂh)s‘l’>< p| =1

‘w>e}[ <P‘qj> = ¥(p)

Teilchen in R®

|x) > Teilchen am Ort x

<x‘x'> = 5°(x—x"),
j d3x‘x><x‘ =1



Basis Transformationen.

d°p d?
w(x) = (xy) = (x|1]y) = U )3\P> (ply) = I(zﬂ;’) < \P/z 7 (p)
_ j(zd;z)g """ 7(p) X

Vergleich Kap. Il.
(De Broglie)

Norm

W) = Wlf oy rsle) blv) = [ b v @vm=[ s oo

wlw) = (] &*x) (x|v) = [ d*xyp*uE =] d’x &)



2) Linear Operatoren A(a\a} —I—b‘ﬂ>) = aA\a> +b1&‘,3> mit A: Z — 7%
Adjungiert Operator. A <,8‘£&‘0{> = (<0{‘A+‘ﬂ>)

AB|=AB-BA

Kommutator: B

~ 0 An
Funktion eines Operators ist durch Taylor Entwicklung definiert: exp(A) = Z :
—o N!

n=0

Operatoren lassen sich als Matrizen Darstellen:

Sei {|n)} VONS = A = 3 (a[A|m)[n)(m

N

A Hermitesch: A :A*

A =A" = EI{‘an>} | {‘an>} VONS und A‘an>=an‘an> mita, e R

=A" = A= Z a, ‘Oln><0!n ‘ Spektral Darstellung eines hermitesch Operator.
n



Erwartungswert eines Operator fiir den Zustand |l,V >: <A> = <l//‘1&‘lﬂ>

MessgrofRen entsprechen NS _ A
hermitesch Operatoren. A=A = <A >

Il
[]
>

2

Beisp. Hamilton Operator Diskrete spektrum.

ﬁ :ﬁ+’ ﬁ ‘¢n> — En‘¢n>’ ﬁ = ZEH‘¢H> <¢n‘

Impuls Operator Kontinuierliche Spektrum

b=F, Plp) =plp) P=[>

(27 h)3 plp)(p

<x‘13‘x> = ?VX 5 (x —x)

Ort Operator Kontinuierliche Spektrum.

X =5(+, X ‘x> :x‘x>, X = jd3x x‘x><x‘



3) Postulate der OM.

P1. Jedes Zustand eines QM System wird durch ein Element |v) des Hilbertraumes /%
beschrieben.

P2. Messbaren Grol3en (Observablen) entsprechen hermitesche Operatoren.

P3. Erwartungswert einer Observablen ;& in einem gegebenen Zustand |v) wird
durch <A> = <w \A \l//> gegeben.

P4. Die Zeitentwicklung der Zustédnde wird durch den Hamilton Operator bestimmit:

0 -
Ihg\w(t» = Hly (1))

P5.  Es konnen fir einen Observablen A nur die Eigenwerte als Messergebnis auftreten.

(ay )|

2
K. lw)[ : wahrscheinlichkeit Messergebnis @, zu erhalten.

~

A=A = A=Yala)a| wd (A)=3 a

Falls &, gemessen wird dann geht der Zustand des Systems in den entsprechenden

Eigenzustand |2,)  (collapse of the wave function)

(Zur Messungen: J. von Neumann, Mathematical foundations of QM, D. Bohm: Quantum theory, Messiah, Quantum mechanics)



4) Unscharferelation:

Standardabweichung vom
Mittelwert.

AAAB > %‘<W‘|:A]§:|‘l//>‘ Beisp:[f),f(] :ﬁ so dass AP AX >

n
I 2

Zeitevolution fir Zeit unabhangige Hamilton Operator.

ih%‘y/(t» = I-A|\t,//(t)> Def: ‘Lp(t» = ﬁ(tato) ‘\P(to»

Aus Schr. GI. : — U(@ to) - _

i~ . .
Py % HU(tato)a U(t()ato) =1

Damit ist: O(t,to) _ e—i(t—tO)I:I/h L’j(t,to) OT(t,to)Il

(da H'=H )



A

Zeitevolution Operator fur Zeitabhangige Hamilton Operatoren H(t)

pet.  [W(1)) = Ultt,) [¥(t))

A A

msser ol — U(tt) = -% HOU L), U(t,t,)

|l
—>

A A

> Utt)=Utt) Ult,t), t>t >t

>

> Uistuniar.  U(¢,¢) U(t,t,)=1
»  Dyson Reihe.

AN AN

Ott)=1 + ZG@) [Cat ["at, [ at, Ae)AG,) - A,)
n=1

t t t

Bem: Falls ﬁ(t) = H Jiefert die Dyson Reihe: ﬁ(t, to) — o Ht=t)H /h



Bewegungsgleichungen des Operatoren:

ih%\wﬁ)} “Hp®) = |p®))=e |y (t=0)

W O]A |y 1) = (pt=0)e"""Ae ™" |y (t=0))

=A (1)

A(t): Heisenberg-Darstellung.

: d - s -
Beweqgungsgleichung: —A(t)=—| H,A(t
CAO=_|HAQ]
- P2 -
Ehrenfest Theorem H = 5 + V(X))
m

2

Im Ortsdarstellung gilt: m%<5((t)> = ~(V,VXQD)= (F[X@)])  Ahnlich zu Newton.

Aquivalenz ist nicht streng da im allgemein: < I:[5(('[)]> # F(<5((t)>)



5) Dichtematrix Formulierung.
Reine Zustand. p=|w){w| Dann gilt <A> = (y|Aly) = Tr[fn&]

Gemischte Zustand.

p=> p,|lv,){w,| Dann gilt <A>= Tr[fn&]:z p, (v, |Alw,)

p, : Wahrscheinlichkeit dass reine Zustand ‘l//n> vorkommt.

Beispiel (Rein)A _ 1 |
p=lw)lvl  mit |v) = =Clw) + el (willw;)=4,

TrlAB] = Z((va|Alws) + (v Alvz) + 2Rel (vaAlw,)e”])

Beispiel (Gemischte)

AL ARAALA)

Tr[Ap] =%(<%\A\%>+ (wo|Alw,) )



Beispiel: QM System bei endliche Temperatur, T.
H|g)=E,|4) = p=D bl ){g| mit p,=e ™"/ e =" k. :Boltzmann Konst.

Einen gemischten Zustand kdnnen wir nicht als Vektor im Hilbertraum Darstellen, da er
nicht einen Linearkombination (koharent Uberlagerung) von mehren Zustanden entspricht !

Zeitevolution der Dichtematrix. —p(t) = _%[ﬁ, p(t) ]

Bewequngsgleichung flr dt
Operatoren in Heisenberq Darstellung.:




6). Pfad Integral Formulierung.

j=01--N t'<t

Propagator: i

K(x,x,t—-t') = <X‘ e—itﬁ(t—t')/h X'> :A/

jd 3X1d 3X2 - 3XN—1 <X‘ e_itH(tN ~tya)/h ‘ XN—1> <XN—1 ‘ e_itH(thl—thz)/h ‘ XN_2> .. '<X1 ‘ e—itH(tl—tO)/h

X'

jdgxld 3X2 ”dst—lK(X’ Xy by — tg) KXy Xy Ty — ) - KX, X 1 1))

X, X;X%Q;> X

IS
\
|
\




5 2
A P

Fur: H = + V (X) qgilt
2m
m )’ ie [ m[ x;-x, i
K(x. T -t .=¢)= _ ex -V(x.
( Jl] -1 )K(Zﬂ_lhg) p h 2{ e :| (Jl)
skl
so dass:
K(x,x,t—t")=

] d°x,d°x, - Xy K (%, Xy by =ty ) KXy, Xy by =) - K(x, Xt =) =

3(N-1)/2 _ I — 2
j d’x,d%x, - dxyexp | — De| —| | ~Vi(x.,)
h j=1 2 &

jl} _V(le)J S tjjds gXZ(S) -V (x(s))

. (Zﬂihg

X;—X;, _ . 4 m|x;—x
J ] ~ X(tj) ) 28(2|: .

g -1

3N/2
_[ (2 mh ) d°x,d’x,---d°x, , :j {Dx(s)} Integral (iber alle Pfade
wihe



K(x,x"t-t) = [ {Dx(s)} exp —jds %x (s) -V (x(s))

L(x,x) : Klassische Lagrange Funktion.

t
m .
5jds ?xz(s) ~V (x(s)) =0 Klassische Pfad.

t

Raum

I
N
\"\-\..

K<
adiee

F'=fr I e iI=r

L ! =



Beisp: Aharonov-Bohm Effekt (1959).

K(xg,Xq,t) =

Pfad1 4 i | .
T —— | x >, exp _jds L(x,(s),%,(s))
X — Y Q) / Pfad, j=1,2 his,
° = -: -'
Quelle ™~ | - / .
Pfad 2 .
L(x,X) = mx°/2 + —Aex
\ Schirm ¢
1 Blende (cgs Einheiten) und

v(x,t=0) = 53(x—xQ)

(x5, 1) 2= K (xg, %0, 1) | = [ +]K2[ +2Re (KK e /)

! j ds m X% (s)/2

KJQ =ehpfa‘” ., D= JdQ ‘B, @, =2r7hc/e Magnetische Fluss Quanta
Q

Interferenz Muster &andert sich periodisch mit Periode @/®,. Effekt hangt nur von Mag.
Fluss durch Q
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Observation of #/e Aharonov-Bohm Oscillations in Normal-Metal Rings

R. A. Webb, 5. Washburn, C. P. Umbach, and R. B. Laibowitz
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Widerstand

Mesokopischer Metallischer
Ring.

Magnetfeld.

The inset is a photograph
of the larger ring. The inside diameter of the loop is 784
nm, and the width of the wires is 41 nm.



Kap. IV OM in einer Raumliche Dimension (1D).

1) Der Harmonische Oszillator = Kohéarente Zustande (Ubungen)

2) Potentialstufe (1D Streuung).

3) Potentialbarriere (Tunnel Effekt).

4) Potentialtopf (Gebundene Zustande)

5) Periodische Potentiale (Bloch Theorem und Kronig-Penny Modell).




1) Der Harmonischer Oszillator (1d)

~ p? mo’ o
H = + X ?
2m 2
Zulésen: Hly)= Ely) mit (y|y)=1 Abstieg, aufstieg Operatoren:
2cwomh 2cwmh [
Invertierung, X = i(éhL a’) |3:% @mh (a—a") so dass:
2mm [ 2
= A~ A PPN Ist Hermitesch und heif3t
H =hro(a’a +1/2) n=aa Besetzungszahloperator

Eigenvektoren von N bilden VONS.

Grundzustand:

n |Wo>:O’ Wo(X) =

ﬁ|wv>:v|l/fv> v >0




Angeregte Zustande.

1 /.. \n . "
v,) = ﬁ(aﬁ) lvo), Aly)y=nly,) => Hly,) = ho(n+1/2)|y,), n=12,--

Bem: 1) (X|w,) = w,(x) bildet VONS von r’(R)

2)  Ortsraumdarstellung von ¥, (X)

1 -x%12x¢
v, (X) = e ° H,(X/X,)
\/n!2”x0\/;
H,(x)=1, H,(x) =2x, H,(x) =4x*-2, ... Hermite Polynome
1 . 1

D ey = & Nea) ves) = =alve) Ay =0

4) Ehrenfest Theorem.

d2

?<)2>(t)= —ma)2<)2>(t) — <>2>(t) = Acos(at + 8)

Wie beim klassischen Fall.

5)  (w|X|w,)=0



Frage : Fur welche Zustanden gilt <)2>(t) = Acos(awt + 6) ?

Antwort: Koharente Zustande:

\wa>—e'“"ZZJ—\l//n> Weolva)=1 dly,)=aly,), acC

‘l//a (t)> — e—ia)t/2

l//a(t)>’ a(t) = ae™™

(X)) = (. OX |v, ©) = V2% |a|cos(wt + &),

Xy =] —, a=|ale’
@m



4 v

2) Potential-Stufe.
Reflektiert Vo
<« Terextert Transmittiert N
Einfallende >
—>
hZ dZ
Zu losen: BET W w(x)+ V(X)) w(x) = Ew(x) Stationare Schrodinger Gleichung.

Bedingungen N(X)|, [w(X)|, [E| <o = w(X), %w(x) sind  stetig

Ansatz. ” e + Re™ x<0 k =+2mE /
w(X)= .
Te', x>0, q=\2mE-V,)/h
) k—q JE - JE-V, 2k 2E
LOosung. R=—— = T = _
k+0 JE +E-V, k+d E +JE-V,
Bemerkung. i%

%“W’(é:‘tzj’ o 2—m{(v‘”(x't))*9”(x't)—w(x,t)*w(x,t)} =0

i —j(x.0) |
Stationare Zustand, ein Dimension => j(x,t) = Wahrscheinlichkeitsstrom = Konstant !



< Reflektiert.

Einfallende >

Vo

4 v

Transmittiert

e + Re™ x<0,
w(X)=

Te'*, X >0,
E >V,
g € R
i/ o= [T
jr/jO = ‘R‘Z

R € R Keine Phase Verschiebung
zwischen einfallende und
reflektiert Welle.

QM Teilchen kann reflektiert werden sogar

wenn E >V,

k=+v2mE /A

q=12m(E-V,) /7

E <V,

q=Iix, kel
jt:0
i /o= [R[ =
Re C

1

Wellenfunktion x>0
ist exponentiell unterdrickt.

Total-Reflektion.

R=e2Y% § = arctan \/‘EI_E—VO‘

Phaseverschiebung.



3) Tunnel Effekt. V,
Reflektiert.
< <€  Transmittiert F <V
Einfallende . \ > 0
—>
-a a
[ AgikOva) 4 gg-ik(xra) X < —a k =~2mE /%
v (X) = Ce'™ 4 De ' —a<x<a (q=.2m(E-V,)/h=ix
Te O X > a
Stetigkeitvon  w(X), v '(X)
Transmissionswahrscheinlichkeitsamplitude.
21Kk

TEVAER)= S(B) = S ccoshizra) + (K <2 sinh(2ea)



Scanning tunneling Microscope. STM.

Tunnel Barriere grof3: =>

IS(E)Pr~ 16— 1— = |g
VO VO

Starke Abhéangigkeit von a.

Eisen auf Kupfer Oberflache.

Tunnelraster-Mikroskop

Metall-Spitze

P

e

Il fll




4) Teilchen im Potentialtopf, Gebundene Zustande E<O.

V(X)
-a +a

A >

E,
VO
E,
e
Y EO ‘

3) Zahl gebundene Zustanden hangt von
breite und tiefe des Potentialstopf.
4) Es gibt immer einen gebundene Zustand.

1) Grundzustand hat keine Knotenpunk.

2) Mit aufsteigender Energie nimmt Anzahl
von Knotenpunkten zu.

Losung Vereinfacht durch Symmetrie Betrachtungen. Paritat.

P|x)=[-x). P[p)=|-p)

T,
o>

BB, Prot Ple)og|e) > -2l PRP--X, PPP-—B |

Eigenzustande von H konnen gleichzeitig Eigenzustande von Paritat sein.




Teilchen im Potentialtopf, Streu Zustande E>0.

V(X)A
Reflektiert.
< <4“——  Transmittiert E <V
Einfallende . : > 0
-a a > X
A tz.
nsatz v,
[ Aeik(x+a) | Bo-ik(x+a) X < —a k = ~2mE /&
w(X)=4{ Ce'™ 4+ De '™ —a<x<a q=+2m(E+V,)/h
Te k(xra) X > a

"

Stetigkeit von ¥ (X), ¥'(X) => Transmissionswahrscheinlichkeit.

1) Perfekte Transmission bei:
}1 2qa=nz, nAi,/2=2a

2 .
s(E)f - T(E)| _ {1+V02 sin®(2qa) 2 2
A(E) AE(V, + E) (4, = 2714). Ezzh_(g_ﬂ) v,
Resonanzen. m 2
2) Beim Resonanz Energie E,
gilt B(E,))=0



In der ndhe des Resonanz qgilt:

S(E) - 2kq _ 1 T, /2
2kqcos(2qa) +i(k®+q*)sin(2ga) cos(nz) E—E, + il /2
1y 1+2E 1V,

mit — = = . , =a./2mV, | h
r, 4 JE,IV,(1+E, IV,) ~ ’

(T, /12)
(E-E,) +(T,/2)

‘S(E)‘2 ~

Lorentz Funktion Breite I',,

Breite wachst mit zunehmender Energie.




Bedeutunqg von Breite des Resonanz.

(Ae™ 4 Be X < —a
Sei ¥, (X)=: Ce'™ +De ™ —a<x<a Losung des Stationar Schr. Gl.
Te ™ X > a

dE

Dannist: ¥ (X,t) = I " e """ f (E)w . (x) L6sung des Zeitabhangig Schr. Gl.
V3

Es gilt: )
WTrans(X’t) — jdtls(t_t')wEin(X,t')
mit;
WEin(Xit) = d_E p BN £ (E) A(E)eik(E)x
21h
dE —iEt/n = ik (E)x
WTrans(X’t): — € f(E)T(E)e
21h
§(t—t') _ dE o iE(t-t)/ §(E)

27h



Eiir S~(E) ~ iFn/2 ist §(t_t,) _ J‘d_E e—iE(t—t')/h §(E) _

E— (E, il /2) >
( iz (t=t) /R
dz ——— =0
: T 7+ z—(E,—1T",/2)
Me,.. Ah < p-iz(t-t)/
(j} dz :Zﬂ_e—iEnt/he—rn(t—r)/Zh
v 7—(E,—1I',/2)

\

t—t'<0

t—t'>0

= O(t —t')ie“E“”he‘“‘””n . 1, =2hIT,

Ty

1) Kausalitat
2) Transmissionssignal Uberlebt auf Zeitskala

Th




5) Periodische Potentiale.

H = P?/2m +V (X) V(x+na)=V(x) neN

Translations Operator.

N

Ta — g 'Palk P : Impuls Operator.

N

> . . Eigenzustande von H kénnen gleichzeitig
T ‘X> - ‘X+ a> : [Ta’ H] =0 Eigenzustande von Translationsoperator sein.

—ika

T, o stunar=> T, [y )= AJw),  |A]°=1 => 4 =¢
Im Ortsraum gilt:

<X‘Wk> =y, (X) = eikxuk(x)’ u (x+na)= u,(x)

(Bloch Theorem).



Kronig-Penny Modell. 'V (x) =V, Z o(x—na)

N=-—o

Bem: Anschlussbedingungen fir — V (X)=V,0(X - X,):

w(x) stetig.  lim __, w'(X, +&)—w'(X, +&) = 2mV,w (X,) ] i’

Ansatz zur LOsung stationdre Schr. Gleichung zur Energie E und Translationsoperator
Eigenwert exp(-ika):
w(x)= Ae™ +Be™™ mit q=+v2mE/%# , na < x<(n+1a

=> u(x) = e"“y(x)
Forderungen:

) u(x+a) =u(x) = A =Ag @b B _ B gilehn
2) lim_, w(ha+eg) — w(na-¢g) =0 =>
(1-e@9%) Ay + (1-e79%) B, =0
2mV,
h2

3 lim_, w'(nha+¢) — w'(ha-¢) = w(na) =>

(iq —ige'9® _amv j

70 A, + (—iq +ige e —mj B,=0

hZ



Nicht Triviale Losung falls:

(1_ei(q—k)a) (1_e—i(q+k)a)
det 2mV 2mv, ) | =Y
. - _i(g-k)a - - va—i(g+k)a
(Iq —I1Qg€e | —70J (_lq‘qu ! _TOJ
3 2maV, sin(qa)
cos(ka) = cos(qa) + 72 ga Fur Gegebenes k gibt es nur Diskrete
Werte von q

7

S NN b O

RY/AVARVA

A0 -

O ' o

dga T Brillouin—Zone

Grundlage fur Elektronenbandtheorie von Festkdrpern.



Kap.V Zentral potential und Drehimpuls.

1) Drehimpuls, Eigenwertproblem.

2) Ortsraumdarstellung der Drehimpuls & Egenfunktionen
3) Zentralpotential, gebundene Zustande.

4) Wasserstoff Atom.

5) Magnetisches Moment.



Kapitel V Drehimpuls
L=%xp . [px]=3a,, L=
o] | LEE
T e K L = L il
(|0 ]=0
Eigenwertproblem. ~ Sei: |) mit L |y) = Aly), Lly) = gly), und (y|y)=1

Moglich wegen (2) und es gilt: 4 e R, >0

Aus Kommutationregeln folgt:

Q)LL) = (Axh) L,
@ L) = BLv)
(5) Aus EJWHZ = B-22 FTA1>0

folgt: g > A(Axh)

v)

Ansatz:  B= Al(1+1) mit |1 >0
und A =#am
folgt aus (5) |m| < |

Note: we are free to choose | >0 for the
parametrization of g !



Notation:

Eigenzustande von L° und L, werden wir durch |I,m) bezeichnen.

v) - L)

L2[l,m) = #2(1+2)|l,m), L, [I,m)= am[l,m)

(m(lm) =66, » [IMm[LI

I,LI'"m,m'

L |1m) = al(+1) -m(m+1) [I,m+1)

L |l,m) = 210 +2) —m(m-1) [I,m 1)

Normierungsfaktor folgt aus:

L, [l,m)= »|l,m£1)

CLm) [ = 22[10+) -mmz)] = 52




Konsequenzen.

L.|lLm=1) = 0, L{lLlm=-1) =0
L |[lLm=1) ~ [ILm=1-12)
(C) | m=1) ~ [L,m=I-n)
Sei —l+1>l-n>-1 = I:_\I,m:I—n> =0 dasonst ware |mlgl-n-1|> I
Lm=1-n) o« |[ILm=-I)
=> |l-n=-1 => 2l=n, n eN
|=0,1,2,3,4,56,7...... Ganzzahlig  Orbital Drehimpuls

| = %,% , % , % ...... Halbzahlig. Spin



Ortsraum Darstellung von |[I.m>und L

x = r(sin(@) cos(e),sin(8)sin(¢), cos())

0 1 0 1 0
V=e _—+e,———+e, —
or r 00 sin(®) og
o - 0x /lox e:ax/ax _ 0x /|ox
v ar/ |or °© 00/ |00 " dp/ |0p
\ ﬁzxxﬁzﬁxxvzﬁ{%il_ ! @}
\ | | 00 sin(®) og
[ -ho
| O
R 2
£ = nt| T sine) e b
sin(®) 0O 00 sin(®)° dp
Gesucht:

Y, (6,p) = <¢9,go‘|,m> mit:
z YIm (9,(0) — hmYIm (61¢)
L°Y,,(6,9) = n1(1+1) Y,,(6,9)

>



Y, (0,0) = (0,0]1,m)- J e CD R cos(6)

Kugelflachenfunktionen

(j m

PI,ImI(X) — (1_ X2)|m|/2 e P|,0(X) Assoziiertem Legendre Polynome

1 d |
P,(X) = (x> -1) Legendre Polynome
"0 2'1 dx!
1=0,1,2,3.... m=-1,-1+1..,1
Eigenschaften:. o zjgfg_ \

2 T

1) Qrthonormal [de[dosin@©) Y,,"(©.0) Y, (0,0) =5, 6,0
0 0

2) Vollstandig
vi:S—->C f(0,p)

>3 a, ¥, (0.0) mita, =[dQY, (©,0) f(©,0)

3) Yi_n(®,9) = (-1)7Y,,(0,9)

Paritat

4) Eigenfunktion der Paritét ) Y, (©.0) = Y, (1-0,p+7)=(-D'Y, (®,0)
Operator ’ ' |



Beispiele

1
oo = Jax
Y206, &) |
_ Y, = V3 cos(@), Y,, = - V3 sin(g)e"
e ’ Nar ' Narx
=0: s-orbital (sh ,
1=0: s-orbital {sharp) Y,,= V5 (3cos?*(0)-1), Y,, =— V15 sin(@) cos(f)e',
' 167 ' 167
Y26, &) VL8, &) Y,,= \:/)’12_5 sin?(9)e'**
vV T

|=1:p-orbital (principle)
Vi, e 1YVEE, e

HETT
'

|=2:d-orbital (difuse)

Ve, &) Y208, &) |V3(8, &)

4

i
RS

|=3:f-orbital (fundamental)



Zentral Potential, Gebundene Zustande.

b - 21’“; s V(X)L omit V(x)=V(x)

Symmetrien: H (RP,RX) = H (P,X) mit Re SO(3)

Konsequenz: [I—AI ﬁ} =0 (Siehe Spéter.) - H, L? |:Z kommutieren

miteinander. Stationare zustadnde kbnnen gleichzeitig Eigenzustanden von L2und L, sein.

Im Kugelkoordinaten ist:

2 2 2
H = _h 82_'_38_4_ L2+V(r) , L=xxP
2M \ or r or 2Mr
Ansatz: u(r so dass:
Sy = MWy )

_ h® 97 . 711 +1)
2M or? 2Mr?

+ V (r) j u(r) = Eu(r) Radiale Schr. Gl.



Gebundene Zustande.

Wellenfunktion ist Normierbar: 1) ‘u(r)‘ <C/Jdr roow 2) ‘l/l(X = 0)‘ <o = u(0)=0

. . hzl(l+1) . hzl(l+1) .
Far, lim V(r)=0 und lim Vin)+——~|=Ilim ,————~ st
r—oo ( ) r—>0[ ( ) 2Mr2 ] r—0 2Mr2

IIIr—>0 I X IIIr—>0 I n IIIr—>oo ) o IIIr—>oo

K :lInverse Lange Skala: 0 = Kl ist dimensions- los und radiale Wellenfunktion lautet:

o’ 1(0+1)  V(p/x) )
(apz PE 1]“(”/")‘0



Wasserstoff Atom

x,, Ladung —|e|, Masse m,
4
x,, Ladung Z|e|, Masse M,
Im CM System ist Relativer Impuls Relativer Ort Reduziert Masse.
P’ Ze? M, P, —mP, M, m,
T oM T T MmN M T
K e K e
OM (Korrespondenzprinzip) :
X P’ Ze?’ u(r)
H = — Ansatz: x) = —=Y, (6,
CM M ‘X‘ W( ) r I,m( gp)
Radiale Schrddinger Gleichung:
0° (1 +1 3 - o
~ - ( : ) 4 Po _ U(p) =0 Ansatzz. G(p)= p'e Paw(p)
op p p

2
= J2M [E| /. pozK‘ZEe o= xr, G(p)=u(p/K)



Einsetzen ergibt:

(p o 2(I+1—p)a—+<po—2|—2)jw(p) -0
op op

2(k+1+1) - p,
“(k+1)(k + 21 + 2)

Taylor: w(p) = Z a,p" = a,, = a
k=0

=>Fir k>0 ist a,/a = 2/k sodass a = 2°"/(k-1)! und w(p) =e*,p—>x

Damitist G(p)= p'"'e "w(p) = e’ , p—> © und die Wellenfunktion ist

nicht Normierbar !

Damit ist die reihe abgebrochen

Losung: 3 N =Kk, N eN, sodass 2(N+1+1)—p, =0 Und die Normierbarkeit vorhanden.

2 .4
— E - _ MZ"e n= N+1I|+1 n: Hauptquantenzahl.

" 2h%n?




1) Quantisierung der Energie kommt durch Normierungsbedingung der Wellenfunktion.

Bem.
2) N=n-=1-1>0 Fur gegebenesn ist 1=0,1,2,---,n-1
n-1
3) Entartung der Energieniveau. >, (21 +1) = n?
=0
h na h*
4) Lange Skala: &, = = —, a=——;=0.5 Angstrom (M=m,
) g ME| 2 o2 g ( )
5) ) . . " a: Bohrsche Radius.
Z° Me Me
En = - > > = Ry =13.6eV i Kontinuum
n® 2h 2h | = = = =
=g
(M =m,) e .
Optische Ubergange Al ==£1
Am=0,=£1
-t Is
0 = =2 =3

0y (0.0) = RNV, (0,0)

6) Gesamte Wellenfunktion ist: ¥/, ,(X) =



Radiale Wellenfunktionen. R, (r)
n=1 n=2

. 0.8 — L-Shell, s-Orbital (n=2, 1=0)
= o — L-Shell, p-Orbital (n=2, 1=1)
% 1.5 [— K-Shell, s-Orbital (n=11=0)] % 0.6 3/2 171/2a
2 | 2 IR, ,=2(Z/2a)""(1-Zr/2a)e
5l R,=2(z/a)" e | goa} ° 32 ]
g 1.0 [ -R11:<L/J§)(Z/2a) (Zr/a) e *r'%8
= —=0.2 7
20.5 103
& <
7 ~ 0

O | I | : | I : | | | |

0 10 %p 30 40 0 20 30 40

T/a
n=3
0.4 | | | | 3/2 2.2
o : B Z 22y 27°r _7r/3a
S0l | Ryo= 2| — 1- + — |e
gV — M-Shell, s-Orbital (n=3, 1=0) ! 3a 3a 27a
g — M-Shell, p—Orb@tal (n=3,1=1)] 7 3/o
L§ 0.2 M-Shell, d-Orbital (n=3,1=2) | 4 \/E 7 7r 7r 7r/3a
Z | R,, = —|1-— |e
301 | | 9 \3a a 6a
= 3/2 2
E . —_— R — 2\/5 (Z j (Hj e—Zr/3a
= - 3,2
\;>X<:;«~f”*‘”’_ | 27+/5 \ 3a a

0 10 20 30 40



Magnetisches Moment (Klassisch).

03 j(x,t) = q Y(t) ¥ (x-Y(t)), m= 1 jd?’x X xj(xt) = —— L
2C 2mc

m: magnetisches Moment

Im Magnetfeld, B F=V(meB)= -V U, U=-meB

QM: Teilchen im EM Feld.

(Coulomb Eichung)

H = i(f)—ﬂA(X)j + g 4(X), B=VxA(x)=(0,0,B) => A(x):-lxxB
2m C 2
qo P 0 6x) - T Bel + -4 p2(xtsy?

2m 2mc 8mc?

2

Z>zh, <x2+y2>za, g=-e, e>0

|

Fur Wasserstoff Atom ist: <

- - 2
Diamagnetisch ~ eB a ~107° B (in Gauss) Diamagnetisches Term
Paramagnetisch 4¢c h Ist vernachlassigbar.




Zeeman Effekt. (Atom im Magnetfeld)

Unter Vernachlassigung des diamagnetischen Term kénnen wir der Hamilton Operator
des Wasserstoffs Atom schreiben als:

- P2 Ze? e _ - | ) u,, (r)
H = o x| + TV BL, Eigenzustande: y,, (x) = ——— Y,,(0,9)
Z eB Z m en
ia E =-Ry— +——im = —-Ry — + 4, —2Bm, =—
Energie: nm y n2 M y n? He He 2m,c
Mg : Bohrsche Magneton. Mg =9.274 009 49(80) x 10 J-T*  (SI)
U = 9.274 009 49(80) x 10" erg-G™ (cgs)
=> |Im Magnetfeld ist die Entartung teilweise aufgehoben.
Aufspaltung der Energieniveaus
m . — .
o ist klein im Vergleich zur
7 1 lugB Ursprungliche Abstand.
=2 n=3. "—ﬁ
Ermmmmme- -1 o
A Y\ 3
IL\ P 1B ~ 4Ry x 10°B (In Gauss)
=1 n=2 T ’;
3 Optische Ubergange Al = +1

Am=0,+1



Die Anderung der Energie der Atomniveaus im Magnetfeld bedeutet dass, die Zustande
ein magnetisches Moment besitzen.

Moo - o { - _ HeMep



1) Quantisierung der Energie kommt durch Normierungsbedingung der Wellenfunktion.

Bem.
2) N=n-=1-1>0 Fur gegebenesn ist 1=0,1,2,---,n-1
n-1
3) Entartung der Energieniveau. >, (21 +1) = n?
1=0
h na h*
4) Lange Skala: &, = = —, a=——;=0.5 Angstrom (M=m,
) g ME| 2 o2 g ( )
5) ) . . " a: Bohrsche Radius.
Z°M M
En = —— e2 , e2 ~ Ry =13.6eV E/Ry Kontinuum
n® 2h 2h | = = = =
Ly =g
(M =m,) e .
Optische Ubergange Al ==£1
Am=0,+1
-t Is
=0 =1 =2 =3

N=n-I-1

w0 v 0.0) = Ry ()Y, (6,0)

6) Anzahl Knoten in Radiale Wellenfunktion.

7) Gesamte Wellenfunktion ist: Wn,.,m(x) =



Note. Getting more realistic....

Silver Kev to notation ~ ~
e T 2m T X-X| 20 X=X
i# ]
47 Ag [Kr] 4d10 551
Energy LDA LSD RLDA ScRLDA
Etot= -5195.031215 -5195.037351 -5305.487822 -5304.298884
Ekm = S191.818600 5191.826711 5537.467641 5495980760
Ecoul = 2131.618463 2131.701991 2160.192112 2157.628228
2 y 35 5.69646 H 2 2
Eenuc = -12377.294484 -12377.383542 -12865.696462 -12820.702324 Energlen Wasserstoff Atom _Hartree Z / 2 n
Exc = -141.173794 -141.182511 -137.451114 -137.205548
ls -900.324578 -900.323018 -925.100814 -925.674173
-900.322342 1s -1104.5
2s -129 839807 -129 857873 -136.360076 -136.476376 28 _276 . 125
-129.857927 2 276 125
2p -120.913351 -120911471 -126.908805 -122.628414 p - )
-120911414 -120.522583 38 _122 72
3s -23.678437 -23.676747 -24.991112 -25.010846

-23.676394 3p -122.72
3p 20067630  -20.065928  -21.201871 -20.441965 3d -122.72

-20.065596 -20.073878

3d -13.367803 -13.366019 -13.309422 -13.184815 48 _69
-13.365839 -13.081156 4 69
4s -3.223090 -3.221445 -3.480046 -3.482162 p

-3.221253 4d '69
5s -44

ap -2.086602 -2.085232 -2.280871 -2.152005
-2.084523 -2.092419
4d -0.298706 -0.299962 -0.294880 -0.282334
-0.294005 -0.274268
s -0.157407 -0.167365 -0.172527 -0.172492 NH
-0.142816 Mational Institute of
Physics Laboratory

Einheiten 1Hartree = 2 Ry. _ _
http://physics.nist.gov/PhysRefData/DFTdata/contents.html



Achtung LDA ist nicht Exact.

~ = p? z=1 762
H = — - — +
Hydrogen Key to notation i=1 zme i=1 Xi _XK‘
ASCII text
1 H 1s
Energy LDA LSD RILDA ScRIL.DA
Etot= -0.445671 -0.478671 -0.445668 -0.445668
Ekin= 0425027 0.466643 0.425020 0.425020
Ecoul= 0.282827 0.298377 0.282824 0.282824
Eenuc = -0.920999 -0.965619 -0.920997 -0.920996
Exc= -0.232525 -0.278072 -0.232516 -0.232515 ’ ’
Exakt: —Hartree Z°/2n
1s -0.233471 -0.268975 -0.233463 -0.233463
-0.100175 Is -0.5
Radial-Impuls. Kugel-Koordinaten  x = r(sin(é) cos(e),sin(&)sin(¢), cos(0))
A h 1 0 : : : A h
P == = a—r Radial-Impuls da es Kanonische Kommutations [Pr, r] = —
i r or i
~ l . 1 -
erfahit. P, —e®’" = p =P
r r



Symmetrie und Erhaltungssatze

1) Kontinuierliche Symmetrien ( Drehungen, Translationen )

2) Diskrete Symmetrien ( Pariat, Zeitumkehr)

3) Eichtransformationen. Siehe Sakurai. (Modern Quantum Mechanics
Kap. IV.)

1) Kontinuierliche Symmetrien.

Sei K=(K,K,,...,K), K =K

7

A

K erzeugt Unitare Transformation:

A

U(e,®) = e ™¥/" nit e e R", lel=1, O@c R

Sei H Hamilton Operator mit

2 A

l?T(e,@) H [j(e7®): HA ve’G) dh. H Invariant unter U(G,@)

Konsequenzen:

1) [H ﬁ(e,@)} -0, [H K} 0 Vi



A

2) K st eine ErhaltungsgroRe. Mit  K(t)= /MK o~ /h st

d - A d, |z

gy b _ 2w |Kt)w) = 0
—K(1) h[H,K(t)} 0 sodass —(v|K(t)y)

3) [}AI,[A(J = => 3 VONS, |n,m), |

K,|n,m) =k |n,m)und H|n,m)= E, . |n,m)
k ist eine gute Quantenzahl. d.h. Sei:

K,|¢,)=k,|4,) dann gilt K,

4,(t) =k, |4.()
4 sei  H|¥)= E|¥) dannist HU(e,®)|¥) = EU(e,0)| %)

Translationen

-~ —jasP /n

T =e /

A T = |Xx + a T = g /7

P Impuls 2 1 X0 = | ) a P> |p>

A

Falls H invariant unter Translationen ist, dann ist Impuls erhalten.



Rotationen
C

A

R(e,d)x = e+(exx)—cos(d)ex (exx) +sin(f)exx

d
und es gilt: @R(e,ﬁ)x = e x R(e,0)x

i R(e, 0)x Damit ist: R(e,8)x ist Losungder Dgl.

X e x(0) = e x x(0) mit x(0=0) =x

_

Drehimpuls, L , ist Erzeuger von Rotationen.

(X\ rX\
Transformation der Operatoren
T'(e,®) \P+T (e,0) = R (e,0) {P;
L L

Transformation der Kets.

T(e,®)|x) = | R(e,0)x)

T(e, O)|p) = ‘ R(e, @)p>



Far H = - st Ti(e,®) HT (@) =H = [H, L]|=0

Die Operatoren H, L?, L. kommutierien alle miteinander. => Stationare zustande: |n,l,m),

I?\n,l,m} = n’l(l +1)|n,l,m), Z?An,l,m} = hm/|n,l,m), ﬁ\n,l,m} =E, , |n,l,m)

Da [ﬁ : ﬁi J = 0 ist die Energie unabhéngig von m und ist deshalb mindestens 2I+1 mal entartet.



Kap. 7 Der Spin.

Der Spin ist ein interner Freiheitsgrad eines Teilchen und hangt weder von den raumlichen
Koordinaten noch von Impuls ab.

Der Spin legt die Statistik (Fermion oder Boson) fest. (QMII).
Stern Gerlach Experiment (1922).

N e PaN .
M = - —L Magnetisches Moment des Wasserstoff Atoms.
2mc
F = V(M ° B) ~ M , i BZ e, Kraft auf Magnetisches Moment. => Zustanden
VA mit verschiedenen L, Quantenzahlen erfahren
verschieden Starke Krafte.
Erwartet Beobachtet:

Quelle: T T Aufspaltung des Stahls
Wasserstoff in zwei Komponenten so
1s Zustand N\ A g dass, I=1/2. Passt nicht
oder _ === zu moglichen Orbital
Ag : 5s => / S A Drehimpulse die Ganz-
Gesamt Drehimpuls l l zahlig sind!
|=0

Schirm



Interpretation: Elektron besitzt eine interne Drehimpuls , Spin“ von | = 1 [ 2

Bem: Spin der Elektron folgt aus relativistische Formulierung der QM. Dirac Gleichung (QMII)

Der Spin Y2 Operator.

~ ~ ~ ~ ~ ~ 3 - - ~

> Analog zu Drehimpuls: S =(S,.,S,,S,), [S"SJJ: ihzgu,ksk

k=1

> Spin ist unabhangig von Orbital 72/ — 7/
Freiheitsgraden.

QA

orbital spin

1©5,X,®1|= [1©5,P,®1]=[10S5,[;®1]|=0
> Es gibt Zwei Spin zustanden ‘T> ‘¢> mit s, T>= %‘T> S, ¢>= —%‘¢>
{Dreimpuls Notation: |1)= ‘I:% - > [4)= ‘ % —%>}

> |t), |l) IstBasisvon Spin % Hilbertraum 77

(G11)= =1 Gr=o 3 [5)61-



s, =s,+iS,, S =5, -is,
S.|t) =0 S.|L)y =)
S|ty =ali) S ) =o

»  Der Spin Operator kann man durch die 2X2 Pauli Spin Matrizen Darstellen.

S = X sl GBI sl = g (fon [0, o)

SS—

(0 () (S

Magnetisches Moment der Elektron:

~

M, = —g¢ 2— S = - J s S /1 g: Landé oder Giromagnetische Faktor.
mc

g =2 Kann man aus der Dirac Gleichung herleiten.



Dvnamik von Spin Systeme

Spin Prézession. H = guzBe S a
Heisenberq bild: , e=e
S(t) = e™/"Se /" = R(e, wt)S(t = 0), ‘
e|B
e=B/|Bl, o, = ge[B| Larmor Frequenz _
2mc /
. S(%)
R(e, w,t) Drehung um Achse e Winkel ot y
In Zeit T=27/w, hat S(¢) eine volle Umdrehung durchgefiihrt. /

X
Schrodinger bild:

) = e y) = @Sy = Joye e @ o) oy )

o,o0'=T{
- cos(m,t /2)—isin(w,t/2)e, —isin(w,t/2)le, - ie,]
(o le 5 gy - . . .
—isin(w,t/2)[e, + ie ] cos(m,t /2)+ isin(w,t/2)e,

=> |W(t+27 /w,)) = —|¥(t)) obwohl S(t+27/w,)=S(t)

Man erwartet Interferenz Phanomene mit Periode  1=47/@, |



WVolume S4A, number & PHYSICS LETTERS 20 October 1975

VERIFICATION OF COHERENT SPINOR ROTATION OF FERMIONS ™

H. RAUCH, A. ZEILINGER, G. BADUREK, A. WILFING
Arominsiirur der Oesterreichischen Hochschulen, A-1020 Wien, Austria

Weg im Uniform Magnetfeld B, hat Lange |

| Geschwindigkeit der Neutrons: V
Neutron Pfad 1 - H
Stranl B |l//>finaI: |W>Pfad 1 T |W>Pfad 2 -
Pfad2 || B-Feld | ~iS, w1/ vh
|| © |W >initia| t € | >initia|
Volle Spin rotation fir: |l v =27

Periode der Interferenz Muster: a)ol /Iv=4r
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Fig. 2. Observed intensity oscillations of the 0- and H-beam as
a function of the difference of the magnetic field action on

Fig. 1. Sketch of the experimental setup. beam [ and II (A fBds = fB.ds {(path [} — fB.ds (path 1I).



NMR. Nukleare Magnetische Resonanz

ﬁo = guzB, e S/h , B, =(0,0,B5))

Stationare Zustande:

EA ‘T> , By = guzB, /2

Energie Aufspaltung: gz B, = hw,, o, Larmor Frequenz.

“L> , B, = —guyB,/2
> BO

In Magnetfeld der Frequenz @ = @, erwartet man ein Resonanzverhalten des

Spinflips Ubergangs ‘¢> N ‘T>
Modell:
H=H,+ gu;B,(t)e S/, B,(t) = B,(cos(wt),sin(wt),0)

2

U(t,0)| )

Gesucht. ‘<¢



BO = (01 01 Bo)

A
- B - B R
H(t)— gll’lB OSZ + M R(ez,wt)ex.s
h h ~ ~— -
;:\/__/ ;?f__/ el(t)
~“0 @1
> ey
e, B,(t) = B, R(e,,wt)e,
sei. U, (t)=e """  sodass, U,')H U, (t) = H= oS, +mS,
ond 20, 00,0 = -+ [H:—a)SAZ}UAOT(t)UA(t,O)
ot hi
Mit [I-:I—a)SAZ} =QaS, « =(w,,0,0, — )1 Q, Q:\/a)l2 +(w, — w)°

L,j()T (t)L’j (t,O): e—itanélh Oder O(t,O): e—itwézlhe—itga.é/h



Rechnung erqibt:

(oo = sin’(J(@-o) +o t/2)

» Resonanz in Amplitude bei @ = @, .= g,uBBO /h . Hangt von Magnetisches Moment des
Kerns und Lokal Magnetfeld ab. Breite der Resonanz. @,

9
w,

W, = g/UBB1/h

(00—, + o

> Beim Resonanz ist ‘<¢‘UA*(15,0)‘T>‘2 = sin’(w,t/2)

. T
=> Bei t = — 100% Wahrscheinlichkeit Kernspin umzudrehen.
a)l

wqfeog = 0.05
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Der Spinor Zustand.

» Gesamt Hilbertraum des Elektrons.

& H mit z.B. A

spin orbital

=£2(]R3) und 7, = C’

=7

orbital

» Basis von

Sei |x) basis von & d.h. Jd?’x | x)(x|=1

orbital orbital

Sei |s) basisvon 77 . d.h. Z|S><S|=1spm

Dann ist: s=T.4

X)®1s) basisvon & dh. V |p)eXH |y)= Id3x v (x) 1x) ®|s)

»  Skalarprodukt:
(y|®(s') (1% ®18)) = (y]x)(s'|s) = 6" (y-x%)5,,

Damit ist: v, (x)= ((xI® ) |w)



> Operatoren in_H A H>H

A = ‘/Zlorbital ® Aspm und Aorbital ® Aspm (l X> ® |S>) = (Aorbital |X>) ® (Aspin |S> )
Aorbiml : Horbital_) 77’/()rbiml Aspm : ﬁspin_> 72{spin
Beisp: =1, ®1,, =3 [dx (|x>® |3>)(<X| ® (s)
T

Hamilton Operator des Elektrons im &aul3ere EM Feld.

= -B(X)®M,
2 r % 2
-\ (e ta(X)) - ep(X) |01 "o B(X)
\ :[:[;:bz'tal J :ZS:BZ'(X)@SZ'

Ortsraum Darstellung der Stationare Schrodinger Gleichung.

(xI®DH |p)= E (xI®s])|y)

'

=y (x)




S

;Jdgy(bcl ® sNH (|y)® s ({y|® (s'])|w)

l:T’

S = 50“ o, Pauli Spin Matrix

Mit Spinor Wellenfunktion W (X) =

W, (X)

) B &
¢|:H0rbiml (?V, Xj 53,5' + ge Z B,(x) [Si]s,s:

Ey, (x)

hat man dann:

{H (Mvox)e 2y B, },ﬁ(x> _ B

Pauli Theorie des Elektrons.




(Coulomb Eichung)
Beisp: Wasserstoff Atommit B = VxA(x)=(0,0,B) => A(x)-= —%xxB

7 _ pP* . Ze’ n € B ﬁ (Vernachlassigung der diagmagnetischen
Orbital ~— 2
2m |X]| 2m.c Term)
A P’ Ze’ € ~
A=|— - 2501 + B (L1, +g¢S.)
2m X | 2mc
Stationare Zustande:
. Uy (r) 1 B Z eB
l//n,l,m,T(X) = I Y, (6,0) [(J En,m,T = Ry F " 2mCh(m +9/2)
~ u,,(r 0 Z
Frrns® = LY, (0,0) (J Eyu= “RY - +1B(m-g/2)
Gesamt Magnetisches Moment:
; oH e ~
M, = - — = - (C1,+ g8 )
0B 2mc



Spin-Bahn Kopplung.

@
| In CM Intertialsystem
% Elektron: -e
Oy Elektron bewegt sich mit Geschwindigkeit v.
O I
T In % Elektron Ruht.
O | |

Kern: Ze B'= B — ~vxE

c 7/:\/1—02/02

n H = {1 (f’ + %A(X)T = e¢(f§)} ®1, + gyBB(X) ®S/h  solite man

~1 (Siehe ED)

2m

/

'

=H Orbital

B durch B ersetzen. Mit ¢(X) = ¢(7°) , E= —V¢(X), vV = p/m ist

- ; N s 1 1 0| . _ .
H=H,,, ®1 +gu,B(X)®S/n - 595532 ; L®S/n
x=X
. _/
'

Spin-Bahn Kopplung.

%ISt keine Inertialsystem! Korrektur: Klassisch Thomas precession (Siehe Jackson, Classical ED.) ,
QM Dirac Gleichung (Siehe QM I1') -> Faktor 5.



Spin-Bahn Kopplung, Symmetrie Eigenschaften.

Hilbert Raum: = 7Z/Orbita1® 77/8pin
Hamilton Operator:

HOrb
N\

AP 2 ei, s ok @8 = Aol ol o1 )e(i @)

2m X

R A —ies(L®1)O / i
H st nicht invariant unter TL(e,®) =€

) A —ies| LO®1+1®S |® /
H ist invariant unter T(e; ®) = € [ ] 3

Def : j = f, RXI+1® g Gesamt Drehimpuls.



Kap 8. Addition von Drehimpulsen

Allgemeine Fragestellung:

Sel ‘l1am1>a my, = _lla"'al1 IAJQ ‘l1am1> = hzll(ll +1)‘l17m1>7 [Afz

1 3

Basisvon 77, . Esgqilt: dim (7%, ) =2} +1, [ = 0,5,175,2, ------ , L: A A

Sei: H= @K, dim(7Z)= (2, +1)(2,+ 1)
L L

Basisvon  77:  [l,m)®[L,m,) sodass, Y Y (|h,my)®|h,my)) (L m|®(L,m,|)=1

my=—l, m 2=—12

Gesamt Drehimpuls: j: ﬂl) + f@) mit ﬂl) — f,@i und ff2) = i®f,

J. Ao H

— 3

ou [L, 0] = inY a0, an [Jd,]= i et

k=1

3| 5,m) € = H®, | jz\j,m> =1 j(j+1)|5,m), jz\j,m> = him| j,m)

d.h. wir wollen eine Basis von /7 finden so dass, 32 und j diagonal sind !



Clebsch-Gordan Koeffizienten

o

et = = Y Y (1hm) ©lbm)((bm| @km) [5m

my ==l my=—

-1

Es gilt: (<ll,ml‘ ®(L,,m, ‘)\],fm) #0 nur falls: m=m, +m,

bmy) ®|l,m,) = h(my +my)|l,my) ®|l,m,)

da: J_|j,m)=hm|j,m) und J.

Fragen: Clebsch-Gordan Koeffizienten?
Welche werte von j sind tberhaupt erlaubt ?



Beispiel. Addition von zwei Spin ¥2 Freiheitsgraden:
Basis: |[P)e 1), [De [V,

he [)

Ve [1),

J=8" + 8§ mit §¥ = §®1 und 8% = 1®$,
A 3 N
Jody = >,
Gesucht: | jm) € mit | jm) =7 jij+1)|im), J|jm) =hm|jm)
Es gilt: P Me |t =2 MHe|t), J|hHe|t)=1rTel|T)
=> L0 = [Ne|M) da: JLy = (J, =iJ, )L = A2 [L0) st
1,0) = (m L +[4)e|1) J 11,0y = n~2 [1,-1) =>

1,-1) = [ ®|4) S“1,-1) = 0



dim(X) =4. d.h. Es fehlt eine Zustand!

Im urspriingliche Basis:

i Ne 1) = ate 1))
J. T>® ¢> - 0

J, ¢>® T> 0 - =>7wei Zustande mit ™ =0
P[4 ) = alhe |4

Im |j,m> basis:

J. |Lm)=nm|lm), m=-101 Ein Zustand mit m =0

=> Esfehlteine Zustand mit m =0 und die Orthogonal zu |1,0> sein muss.

Einzige Mdglichkeit (bis auf eine Phase) :

0.0) = =(Ne[V)- [Ye|1) 32[0,0) =0 , J.|0,0) =0



A

Basis von /Z so dass, J und jz diagonal sind:

77/1/2 ® 7{1/2 =

N

)

J

Vo

10,0), |1,1), [1,0), |[1,-1 = 71, © 7,

—_—
7

7

\ J

d.h. Kombination von zwei Spin ¥z ergibt eine Drehimpuls 0 (Singulett) und drei Drehimpuls 1
(Triplett) Zustande.
Clebsch-Gordan Koeffizienten.

sem: 1
0.0)) |75 0 olfIne [3)
S E I S Do
|17_1> 0 0 1 0 ¢>® ¢>
0 0 0 1
N Y

Orthogonale Matrix. => Alles was wir gemacht haben ist eine
Basis Transformation !



Allgemein qilt:

7, @7, =7, O, O DT

Dimensionen stimmen da:
dim (7 ® 7 ) = (20 +1)(2], +1) -
dim( 7, ® 7, ® @7, )= D (2n+1)= (2 +1)(2, +1)

n=[l 1|

Clebsch-Gordan Koeffizienten bilden (21, + 1)(2l, + 1) x (21, + 1)(2l, + 1) unitar

Matrix. (<l17m1‘®<l277f?2‘)‘],m> _ U{(ll,lz)

mymy ),(3,m)

m, =l L, m, =~ -1, = (2[1 4+ 1)(2[2 + 1) Mdgliche Werte.

j: ‘l1 _12‘... L+l, m=—j-j => (2[1 + 1)(2[2 + 1) Mdogliche Werte.



Besip. Feinstruktur Aufspaltung.

a) Addition von Drehimpuls: 77/1 X 77/1/2 = /L9 S 77/1_1/2 (I ganzzahlig)

Gesucht: Basis so dass, 32 und j diagonal sind. j = f, ®i + i@é
‘ gesamt Drehimpuls

7f;+1/2 Hilbertraum: R
P Lye|T) = #(j + )L ®|T)
Es qilt:

J et = ajlL)®|T), j=i+1/2

= j=141/2, m=1+1/2)=[L]) ®| 1)

Mit: j_|j,m>: ni(i+1)-m(m-1)]j,m-1)

erzeugt man rekursiv die Zustande: ‘] =1+1/2, m>

j=1+1/2 m>=\/”Z’:/Q\z,m—1/2>®ﬁ>+ \/1_2;111/2‘1,m+1/2>®‘¢>



Analog 272/,_1/2 Hilbertraum:

j=1-1/2, m)= —\/l_;’l”:m Lm—-1/2)®| )+ \/”;’;:11/2 Lm+1/2)® 1)

Wasserstoff Atom mit Spin-Bahn Kopplunag.

HO
~ | PP Ze? ~ - ~ .
H=lom ~ | @k o (L®1y,)s(lo, ®S )
. Z°R i
Eigenzustande bei ¢ =0: |n,,m)®|s) Energie: B, = -=—%  Ry=——~13.6eV
n

Bem: Ohne Spin-Bahn Kopplung ist | eine gute Quanten Zahl.

Eigenzustande bei o # 0

Bem: Mit Spin-Bahn Kopplung ist j (gesamt Drehimpuls) eine gute Quanten Zabhl.

Da: (L®1)+(1®8S) = %(32—(i®i)2—(i®§)2) ist:

2

(L®1)-1®S) | j,m)= %(j(j+1)—|(|+1)—3/4)\j,m>



Eigenzustande mit Spin-Bahn Koppluna:

> In,j=1+1/2, m>= \/l+727;:11/2 \n,l,m—1/2>®‘T>+ \/l—;?;:ll/Q \n,l,m+1/2>®‘¢>
h2
Mit Energie E. + a2 [
> - [ l-m+1/2 l+m+1/2
nj=10-1/2 m>——\/ S ‘n,l,m—1/2>®“>+\/ T ‘n,l,m+1/2>®‘¢>
2
Mit Energie B, — th (l+1)
n, j=1+1/2 2
: E, + ﬂl
7 2j+1=21+2 mal entartet 2
g, —mt } “h 21+ 1)
2(21+1) Mal Entartet. . i o i 0+ 1)
! 2

2j+1=21 mal entartet



GrofRenordnung von o, Nur Dimensionen Berticksichtigen.

/ n’

Bohrsche Radius.

a =

Zej/\a3 meQ
1 1 0¢
L gHp - / A, ¢=2Zelr
2 cm X| or| .

x=X nl
1 e’ 7

So dass, a = 5 7 3

=> 2 2 \2
ah(2l+1)/2:£(2l+1)e_ |
Ry 2

5 (5

Feinstrukturkonstante.

Feinstruktur Aufspaltung ist klein gegeniiber Balmer Aufspaltung (Ry).

Ce: 4f n=4,1=3, Z =58 Feinstruktur Aufspaltung ~ 0.5 eV



Kap 9. Storungs-Theorie.

1) Zeit Unabhangig (Nicht entartete Fall).
2) Zeit Abhangig: Fermi Goldene Regel.

N
N N

1y H(A) = H, + AH, Wir kennen  stationare Zustande von H

HAO ‘¢n> — gn ‘¢n>

Gesucht: Stationare Zustande von H (1) unter der Annahme dass, 4 <<1.

H(2) lv,(A))= E,(4) |w, (1)) )

Ansatz: E(1) =& + AE + A°E,+ -
W, () =|¢) + A|¥)+ A|¥,) + -

Mit Bedingung: <¢n “I’1> =<¢n ‘LP2>=- x =<¢n “I’n> =0



In 1) Einsetzen und Koeffizienten vergleich:

(a) (HAO _gn) ‘\P1> + (HAl - El)‘ ¢n> =0
(b) (HAo —gn)‘LP2> +(HA1 _E1)‘\P1> _E2‘¢n> =0
Mit P, = |g )¢, | und Q, =1-P, = > |¢.){4,]| hat man:

Insgesamt flr Enerqie:

~ ¢n I_’I\l ¢m 2
E ()= &, + A {4 [Hilg) - 22 % (.4, 19, )

Bem: Fir n=0 ist zweite Ordnung immer <0 !



Normierung der Wellenfunktion.

N

Sei |W,(A))y = Z2 |¥,(4)) sodass, ||¥,(4)), |=1

(@, ]¥,),[ = z,

(¥, (D) = 2P ()

=1

Zn : Wahrscheinlichkeit der Original Zustand ‘¢n> im Korrigierten Zustand ‘Wn (Z)>N zu finden

E, (1)

o,

Z,(4)=




Beispiel: Zwei Niveau System.

A= ald)l ]+ al )] + 2 3 [16)A] - )6 ]

Exakt: Ho

Hy

; + _
E., = ¢ = \/5_2 + (1), mit ¢ _% T4 & _ b7 &

' 2 ) 2

Fir: (lJ)/|8_| <<1 (Konvergenz Radius: (1J)/]e | <1 )

E, = ¢ £ |e| @+ % (/13)2/|5_2) Fur & > &,

~ 2
i - H
E. =& + 4J) = &+ A(h|H.|4) _/12‘<¢0| 1|¢1>‘
17 %o €y~ &
- 2
2 . H
E. = ¢ - (2J) = &0+ A{dy|H.|d0) _/12‘<¢1| 1|¢0>‘
£17 %0 €1~ &
2
L Q)
&1 E1— &,
£, 2
. Q)

&1 =&



Zeitabhangige Stoérungstheorie.

a) Wechselwirkungsbild.
H(t) =H, + H, (), Ho |dh) = .]41)

0

a U(t’to) - H(t)U(t’to)

Gesucht: L](t,to): Vi

Def: U, (tt,) = e™o/"U(t,t,)e oo

ih%ﬁw(t,to) — ?‘t“o’hﬁl(t)e“t“o’f U, (t.t,)
:Hl,W(t)

—->Dyson Reihe (Siehe Kap. 1)

N

© =\N t t thg
_I A A A
Uy, L) = Z (%j jdtljdtz I dt, Hiw (tl)Hl,W (tz)"'H1,w (t,)
b b b

n=0

Wechselwirkung Freie Zeit Evolution

t >tl<—><7 Z_§> ?fl>>t§7> b

> t, >




Fermi Goldene Regel. (1. Ordnung Stérungs-Theorie)

Zur Zeit t=0 wird die Stérung eingeschaltet und der QM System befindet sich im Zustand |¢.>

Frage: B, ()= |(¢, [ U(t.0)[)]

= Jola) + =

Jdt, (¢ | Huw )] 4)

A

t . A
[dte™ ™= (g, | AL )] 4)
0

|:|0‘¢|> — Ei‘¢i>’ HAO‘¢f> — Ef‘¢f>

1 / ) >
Zeitunabh&ngige Stérung. H,(t) = V. fir 120
0 fur t<O0
Klassisch. Energie fiir t>0 ist erhalten.
QM 2 4‘\/“‘2 L[ Ef—E t
' B () = ‘<¢f ‘¢,>‘ - = sin?| —— —
E, -E 2 n

Vf,i :<¢f \7‘¢|>




S (BB
i

AFE : Energie bereich wo P(i->f)
grof3 ist:

At=t—t, =t
AE At ~F

,unscharferrelation* zwischen Energie
und Zeit ist fundamental verschieden als
der zwischen Orts und Impuls. Ort

und Impuls sind Observabeln (d.h.
Operatoren). Zeit ist ein Parameter!

Bem. Aus AE At ~h folgt
AE=1eV = At ~10"s

10" s = femto seconds

=T =~ N -~ N -~ I =~ N =~ N = I -~ R =~

" - * . * ) . ) *

Ll - N T R - S £ B = B - - I -
T T T T T T T

‘D

2
on

=

[N
4]

18

E, - E,
E, - E



1 sin®(nz)

Es gilt: lim, ,, — 5 = lim,_,, ng (nz) = 6(x)
T Nnx
1 sin’(z +90
weil g, () =— 2( ), j dz g,(z) =1
T T ©

2
in P - ‘<¢f ‘¢5,>‘2 L lim, 4‘Vf,i‘ SinZEi lj

E,-E[ 2 h
~ [l + 22 Y Vi o, -E)
Ubergangs Rate: %R_f t) = 27” ‘<¢f ‘\7\;4)‘25(& —E) Fermi Goldene Regel.

Bem. Lange Zeiten. (in femto-seconds)
Schawche Stérungen.



Time is not an operator, it's a parameter which describes the evolution of a state
in the Hilbert space.

Hence, the energy-time uncertainty relation does not follow from:

A~ A -~ -~ -~ A\\2 i
Unscharferelation: A=A B'=B, AA? = (A—<A>) Standardabweichung vom
Mittelwert.

1), [+ s h h
AAAB > E‘@[A,B]W}‘ Beisp:[ P,X] = 7 so dass APAX 2 7

Meaningof AFE At =k ?

Lt Him=EIn and |oft) = Y. ™ Innla)

A

At time t we carry out a measurement characterized by the observable A =|a){(a|

with expectation value: </Al>(t) = ‘<a\a(t)>‘2 = probability that at time t the state

|a(t)) is similar to the initial state &) . <A> (t) varies on a time scale At

A

For example: <A> (t) = e/ | At: lifetime of state «a



But:
(a|at) = D e nla)f = j dE p(E)g(E )e ™" with p(E)= Y 8(E - E,)

%f_/
" 9(E,) _
density of states.

1

Assume that o(F)g(F ) is a smooth function of width AE For Example: Im _
E —(E, —iAE)

At ~h/AE => h~AtAE Lifetime is inversely proportional to the width A F/

More Formally. (Messiah).

anaH > 2l [AA]w) = -

s [ (A)

dt

AH

vV
N | S+
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