Mathe fur OM Fokus. Zusammenfassung.

I) Der Hilbertraum. Vollstandiger, unitarer Raum.

a) Volstandiges Orthonormalsystem (VONS).

b) Lineares Funktional, dualer Raum, Dirac Notation.

c) Lineare Operatoren im Hilbertraum.

d) Direkte Summe und Tensor Produkt zwei Hilbertraume.
[I) Distributionen

[Il) Fourier Transformationen. Faltung und bedeutung.

V) Klassische Mechanik. Lagrange-Hamilton.



|. Definitionen.

Def: Kérper K. Menge M mit zwei Operationen +: KxK —K und e: KxK —K

VX, y,zeK gilt
K1) X+y=y+X Xey = YeoX Kommutativitat
K2) (X+Y)+z=X+(y+2), (Xey)ez=Xs(ye2) Assoziativitat
K3) Xe(Y+2Z)= Xey +X o2 Distributivitat

K4) 30,1eK mit 0=1| VxeK x+0=X, Xel=X
K5 VxeK 3 yeK| x+y=0, y=-xX
VxeK FyeK| xey=1, y=1/X

Beisp. R,C



Def: Vektorraum V: Menge M von Vektoren und Korper K mit folgenden Eigenschatften.

vVf,gheM a,f K qilt

Addition: + M xM — M Multiplikation: ¢ KxM — M
f+g=g+f ae(f+h)=aef+aeh
f+g)+h=g+ (f+ h) (a+p)ef=cef +[ef
10eM | VIeM f+0=f (e f)of = qxo(fef)
VieM ,3heM | f+h=0 d1leK | VfeM lef =f

Beispiele:

DM =C"={f|f=(z,2,--2,), €eC}, K=C
Addition: (2,,2,--,2,) + (X, %, X )=(Z, + X, Z, + X, -+, Z, +X.)
Multiplikation: ae(z,z,---2,) =(aez,aez,---,aez,)

2) M =C(a,b) :{

K= C
Addition: f(x) + g(x) =h(x), Multiplication « e f(X)

f|f =f(x) Komplexwertige stetige Funktion
mit Definitionsbereich [a,b]e R



Def: Unitarer Raum  Vektorraum V iber C heiRt unitar falls es mit einem

Skalarprodukt, VxV—->C: f,geV - <f ‘g> cC , versehen ist.

Dabei gelten folgende Axiome:

v f,gheV, aeC

Folgerung: <0€f‘ g > =a <f‘ 9 >

Def: Orthogonale Vektoren. Zwei Vektoren heil3en zu einander Orthogonal falls,

(f]g)=0




Def: Normierter Vektorraum: Vektorraum tber C mit Abbildung HgH 'V ->R

vf,geV, aeC

N1) |gf =0

N2) |g|=0 < g=0
N3) [[f+g <|f]+]q]
N4) |ag|=la||d|

Satz: Sei V ein Unitarer Vektorraum Dann gilt: H QH = <g‘g>

Satz: Schwarzsche Ungleichunag.

‘ <f ‘g>‘ < HfH HQH - Unscharferelation

Bem:

%

Unitarer Raum E : Normierter Raum

mit:



Beispiel: 1) M = C"={f|f=(z,2,---2,),z,€C}, K=C

f=(2.2,.2,) 9=0% %), (fla)= Dz
i=1

2) M =C(a,b) = {f |f = f(x) Komplexwertige stetige Funktion }

mit Definitionsbereich [a,b]e R

f=f(x), g=9(), (flg) = [dx " ()g(x)

3) f,g eC(-L1) f(x)=x, g(x)=x"=(f|g) = jdxx =0

- fund g sind zu einander orthogonal.

C



Konvergenz, VVollstandigkeit.

Def: SeiV ein Normierter Vektorraum. Eine folge {fn}neN , f.eVVneN

heiRt Konvergentfalls: 3 feV | lim |f, —f| =0

nN—o0

dh. Ve>03INeN| |f -f| <¢ Vvn>N

Def: Cauchy Folge. {fn}neN heiRRt Cauchy Folge falls:

Ve>03NeN| |f,-f,[ <¢ vn,m>N

%

Bem: Konvergente Folge (L Cauchy folge.

Def: Vollstandigkeit. Ein normierter Raum heifl3t Vollstandig wenn in ihm jede
Cauchy folge Konvergent ist.

Beisp a) Q st nicht vollstandig.



f| f=f(x)eC, xe[ab]cR, f(x):stetig,

(Flg) = [dx f*(x)g(x) . ] =[(F[F) <oo|

b)

C2(a,b): M = K=C

Ist nicht vollstandig da z.B. fn (X) = tanh(nx) CZ(—l,l) VN  aber

lim f_(x) =

1 fur x>0 )
¢ C°(-L1)

~1flr x<0

Satz: Jeder nicht vollstandig unitarer Raum, V, kann zu einem vollstandigen unitaren Raum

V erweitert werden so dass, V in V dicht liegt.

Bem: V liegtin V dicht: Vf eV 3f eV | limf, =f

nN—o0

Beisp. @ - R

C2(a,b) = L%(a,b)



Def: Ein vollstandig unitarer Raum heif3t Hilbertraum.

Beisp. > L°(a,b)

> M =C"={f|f=(z,2,---2,),z,eC}, K=C

f=(2.2,.2) 9=0% %), (flo)= D 2%

i=1



| a) Volstdndiges Orthonormalsystem (VONS).

Def: Sei H ein Hilbertraum. Eine Menge {a,}jcH heilst orthonormal falls

B | 1 fallsi=
@lay) = 9, = {o falls i

Def: VONS (Basis) Sei H ein Hilbertraum. Ein orthonormalsystem M={a}cH heiBt

vollstandig wenn es kein feH \ {0} gibt so dass, <f‘ai> =0 VaeM

Folgerungen: Sei {a} VONS von H

— vieH f=)>a (alf)

- vigeH (off) = X (gfa) (alf)= X (alo) (alf)

— vV feH If]" = (F]f) = > (a,

f) (a[f) =2 [alf)f



Beisp.
1 0
a) C*: alz( j a2=£j
0 1

by L(ab): a(x) =—=e' , keZ

Fourier Transformation. (Vollstdndigkeit beweis, siehe spater)



| b) Lineares Funktional, dualer Raum, Dirac Notation.

Def. Sei H ein Hilbertraum. Ein lineare Abbildung L: H — C heil3t lineares funktional.
Linear: vV f,ge H, a,pBeC L(af + 9) = aL(f)+ BL(9)
4 N

Def. Normvon L I Lll=supy 0 | L(F)|

< Def. LheiRtstetigfalls V¥ {f,} eHmit limf =f eH gilt limL(f)=L(F) >

n—o0

Satz: L stetig < ||L]|l<
- _/

Satz von Riesz Sei H ein Hilbertraum. Zu jedem linearen stetigen Funktional L 3 genau

g €H sodass: L(f)= (g |f) VfeH



Def: Dualer Raum. Essei H ein Hilbert Raum. Die menge, H~,der lineare stetigen

Funktionale, L: H—>C neiRtder zu H duale Raum.

Bem:
H={L:H—>C, Lstetig} isopmorph {g eH, L(f)=(g, [f)stetig} =H

d.h. eins zu eins Abbildung zwischen H und H

Dirac Notation. Sei: L, (f)= <g |f>
Lg = <g| S H Bra
f= |f> e H Ket

Eigenschaften:

a  {agl=a (g

b) Sei {|a,)} VONS — Y |a,)(a,|=1



Bem: Eins Operator: 1: H —H | V |f>e H i|f>=|f>

In der alten Notation

Ma,l, () = Yaal|f)=f vieH= Yal, =1

o vif)eH [f) =1f)= Xla.)a[f)

V|f> e H |f> — <a2,|f> |f> kann man immer als Vektor darstellen




c) Lineare Operatoren im Hilbertraum

Def: A:H-o>H , A|f> = |g>, nennt man Operator in H
Beisp: & H =L%(a,b), |3=li
| dXx
b) Projektions-Operator é =|f><f|
c) Eins-Operator Sel {|an>} VONS — > |a,)(a,] =1
Def: Lineare Operatoren. A - H —> H heildtlinear falls

v|f).|g)eH, a BeC, A(a|f)+B|g)) = aAlf)+pA|g)

Beisp: H = L(a,b), P_

1d o
- ist linear.
I dx



Multiplikation von Operatoren: AB |f> = A[é |f>]

Es gilt: (Aé)é = A(éé)

Def: Kommutator von Operatoren. [A, é] — ALS, — |_5, A
_ : 5 1d 5 57 n
Beisp. H=L%(ab), P=-—, X-=x [x,P]=|1
I dx

Matrix Darstellung von Operatoren.

N

Sei {|a,)} VONS — Zn:|an><an|=1

Alf) = lo) < (@ |Alf)=(a]g) < (a|ALlf)=(a|g)<

2 (a|Ala,) (3, If) = (a9)

o J

" A, fo d,




Def: Norm eines Linearen Operator.

[Al= supiey e g |AIF)]

Axiome der Norm sind erfullt !

N1:

N2:

N3: A+ | <|A]+] 8]

A

A

>0

0 =A0 TId 20 = vin [0 [Alf]- 0 = Alf-lo)

Aist linear = A|O> = |0)
= VI[f)e H Alf)=]0)

|A+B= supyy 1oy g A+ BIN] <supyy 1oy ol [AID]+[BIF)] <

Sup|f>’||f||:1HA|f>H +Su|O|f>,||f||=1HI§|1¢>H B HAH"LHéH




Def: A heiRt beschrankt - All <o0
Sch ‘sch
A Ungleichung.
Biesp:  3) P :|f><f|
Pl = P gangoys [ITXCFIO) | = sumgp s KEON 1T

0o MO = IE
1 1/4
b) L*(R): X = X istnicht beschrankt da: f (X) = (gj g (xn)*/4

1 e 1 e 2 212 2
”f (X)” ( j jdxe (x=n)?/2 —1 aber ‘ ( j IdXX —(x-n) <N

Bem: [A,é]zii < A oder B istnicht beschrankt



Inverse, Hermitesche, und Unitare Operatoren.

"N

Def: Sei A OperatorinH. Derzu A inverse Operator, A™ st durch

AAT|F) = ATAIf) =|f) VeH  definiert,
Es gilt: (Aé)_l = é_lA_l

Adjungiert Operator.

Def: Sei A Operatorin H. Der zu A adjungiert Operator, AT ist durch

(| Af)= (A'g|f) v |f), |g) eH definiert.

Aquivalente Definition (<g|A|f>)* :<f|AT|g> v |f> , |g> eH



Folgerungen

NE
a) A istlinear.

b) (Aéf::WAT
I~ A\ T ~ ~
) (aA +,BB) = a'B'+BB", «,peC

d) Matrix Darstellung von A Sei {|a,)} VONS — >'|a,)(a,| =1
T 3 A 1A - i
2202 A [2n) (3 A=1A= D Ja,){a|Alay ) (@,
| = Al = A
n,m n,m

*

ATn, m_ (a,|A"|a,) =(<am | A\an>) = A,

Al = AT



Beisp:

(f|Plo)

L

5 1d
L[R): P==—
(R) >

j X (%) —ig(x) - o[, - | dx%{% f*(x)) 9(x)

=0

{deg*(x)(%f (x)j I=(<g|f’|f>)*

~

In L’)(R) ist P=P'

~

A

~

heilt selbstadjungiert oder Hermitesch falls Al= A



Eigenvektoren, Eigenwerte.

N

Def. Sei A ein Lin. Operatorin H. Ein Vektor \a> #‘0> heil3t Eigenvektor mit eigenwert

aeC fals. Ala) = ala)

~

Def: Die Menge alle Eigenwerte heif3t Spektrum von A

N FaN

Satzz  Sei A einLin. Operatorin H mit A= A". Dann gilt fur
Ala)=ala), «<€R, und (ala;)=0fir o =a,

Bew:

N

0=(a;|Ala)- ((ai |AT‘aj>)*= (a;|Ala;) - ((ai A aj>)* = (o —a; )(a;|a;)

a) i=j = 0=(ai—ai*)<ai|ai>:> a=a = a ek

b) izj = 0=(a-a;)(a;|a;) = (a;|a;)=0 da & ¢,




Bem. Fir A=A", Ala)=oa) und (a]a;)=5,; dannist {a;} VONS

=2=1 1)

Konsequenz (Definitions-bereich von A seiH ) .

A=Ri=AYa)a] = Yala)a

~

Def: Unitare Operatoren. Ein Lin. Operator, U , inH heil3t Unitar falls.

(Ug|Gf) =(q|f) v [f), |g)<H

Folgerung. < TUg‘ > ‘f> V‘f> ‘g> Ul =1

Funktion von Operatoren ist durch die Taylor Entwicklung definiert.

Sei  f(x)= Z —n dann ist f(A) = Zf‘“’(x) A

0
n=0 n=0 X= n'




Beispiele

a) Sei A'= A und acR Dannist U =¢'“* , unitir da U'U =1

(O i) A (cos(a) —sin(a)j
: = e = .

- 0 sin() cos(«)
Baker-Hausdorf.

Sei [[A, é:| , A:| :[[A, é] , éj| =0 dann gilt: oA aB _ pAtB e[A,éJ/Z

Bew:

Es gilt fir A

sei  U()=e"e®, teR sodass:

%L’j(t): etAAeté +etA tBB — etA tB tBAetB_l_etA tBB U(t)e tBAetB +U(t)B

Aber: — g BAe® = e‘té[,&, é]e‘é: [A, é] da [[A,é] ,éJ:O
A

d -~ 2 A A A A ~ v [ABJR/2+(A + Byt
aU(t)_U(t)( [A,B]t+A+B) —~U(t) = e

Fir t=1 ist der Satz bewiesen.




Tensorprodukt Zwei Hilbertrdume.

sei {|a)} . VONS von H, und {‘bj>}j'1---N VONS von H,

Dann ist {‘ai>®‘bj> }MMM . VONS von H,®H, so dass:
VIf) e H®H,, |f) = > «;la)®|b;)
il---M, j1.--N
Skalarprodukt. ‘f> = Z ai,j‘ai>®‘bj> und ‘9> = Z lBi,j‘ai>®‘bj>
i1--M, j1.--N il1--M, j1.--N

flo)=[ 33 a@lepl | (E3 alajem) ) -

SSSS asa(@lsl)(a)elb) ) -
>

I
i=l j

M- 21

Il
H
=~

Il

M= I

i & ;™ Py <ai\ak><bj‘b,> = ii % ;" fi

1 1=1 N i=1 j=1

— O\

Skalarprodukt in H, Skalarprodukt in H,



Es gilt: dim(H, ®H,) = dim(H,) dim(H,) Ort. Spin

/ T

Beisp: a) Spin % Teilchen in ein Dimension. H=LR)®C?

b) Spin ¥ Teilchen in drei Dimensionen H = L*(R)® L*(R)® L*(R) ® C*

X- y- z -Komponente

c) Zwei Spin%:: H= C*®C?
Basis von C?: { ‘T> ‘¢>}
Basis von H = C?2® C?: { ‘T>®‘T>, ‘T>®‘¢>, ‘¢>®‘T>, ‘¢>®‘¢>}



Lin. Operatoren auf Tensorprodukt Hilbertraume

Sei H=H,®H, mit {la)} VONSvon H, und {|b;)} VONSvon H,

Ein Lin. Operator A: H—H istdurch A= A@AZ mit A 'H, > H,

und AZ : H, — H, gegeben.

Esgitt  V|f) eH [f)=D ¢ |a)®b)) Alf) = Za,l Ala)®Alb,;)

Beisp: a) i:il@)iz _ (Z‘ai><ai U@

_ Z Zj: (\ai>

b;))((a @b, )

S0 |- 3 3 o)ialolo)es

Letzte schritt folgt aus der Tatsache dass, ‘ai>®‘ bj> ein Basisvon H, ® H, ist.

) H= LR)®C?

A= P®S 6 P=



Distributionen, Dirac d-funktion.

Def. Schwartz’sche Raum.

B
S(R):{q)(x)l o(x)e C*(R), max |x“§7¢(x)|<ooVa,ﬂeN}

2

Beisp. e e S(R) aber " ¢ S(R)
+
Bem. S(R) Liegtdichtin L*(R) .dh 3 VONSvon L’(R), {a}, a e S(R)

Def: Die Linearen, stetigen Funktionale Gber S(R)  nennt man Distributionen. Die Menge

der Distributionen bilden der zu S(R) dualer Raum: §@l€)
LeS(R): L:SMR) »>C, L(p)eC
Bem:

L(p) = L[izai<ai‘¢>):iZL(ai)<ai‘¢>: ZL(ai)*ai ¢ )= <g*‘¢>:

Vo

:g*

[ dx 90000 =L, (9)



Beisp:  Dirac o-Funktion. e
Ly(¢) = [ dx 5()p() = ¢(0)

Heaviside Funktion. 2 2
Lo(p) = [ dx ©()p(x) = [dx p(x)
—00 0

5-Folgen. Satz: Sei 0¢,(X) mit jdxgl(x):l

Sei  g,(x)=ng, ()
Danngilt:  lImg,(x) = 5(x)

dh. lim [ dxp(09,00 = [ () 60 =p(0) ¥ p(x)<S(E)

—0o0



Beisp: g,(x)= i_[dkeikX =ng,(nx), mit g,(x) _1sin(x)
2 ? X
Da [dx g,(X)=1 qilt — | dke™ = §(x
_Iw g,()=1 g > [O (X)
Konsequenz: Fourier Transform.
f(x) = L ]O dk e ™ f (k) mit f(k) = L T dx e* f (x)
J2r . Jor 2,

Bew:

%idk e T (k) = % Iodke‘kxjody e £ (y) =_];dy %:};dk e K0 £ (y) =

o

v

S5(x-y)

[y sx-yf(y) = ()




Die Fourier Transformation ist eine Unitare Transformation in L (R)

Bew:
sei.  (Uf) (k) = %]idxeikx f0) = (k)
<Uf L]g>:];dk f (k) g(k) :%dedeeikX f*(x) Tdye‘”‘yg(y):

—00

T de dy % T dke" ™ f*(x)g(y)= T dx]o dy 5(x—y) f*(x)g(y) = T dxf*(x)g(x) =(f|g)




Bemerkung. Jede Funktion kann man als Distribution auffassen.

d.h. f(x) istdurch Kenntnis von Idx p(x) f(x) Vo(x) e S(R) eindeutig bestimmt

Bew:  ge f.(X)= f(x) mit de p(x) f(x) = de o(X) f,(x) V o(x) € S(R)

0

= [ dx p()[f(x)-,(9] =0 ¥ o(x) € S(R)
2 (k)"
= | dx " p(x)[ f (x)- f,(x)] =0 V neN, keR

. =0
=N jdx e p(x)[ f (x)— f,(x)] =0

= g(k) =0
— g(x) = %Idk e G (K) =0

= p(X)[f()-f(x)] =0 vV o(x) € S(R)

= f(x)=f,(x) = Widerspruch



Ableitung von Distributionen.

Sei f(x) e *(R), f kann man als Distribution auffassen:

L (p) = I dx f (x)p(x), f' kann man auch als Distribution auffassen

L, (¢) = j dx f'(X) p(x) = —_[O dxf(x)%co(x) = - L, (%coj
L
Def: L. (@)= (-1 Lf( r ncoj
ﬁf X

Eigenschaften von Dirac 5-Funktion

> Xo(X)=0

> O0(X)=0(-X)

> S(axX) =L 5(x)
o]

d 1 x>0
> o O(x) = o(x), @(x):{ox<0
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