Zusammenfassung 16.6 Drehimpuls

~ R 7] A,
C=ixp L [Bg]eta, L

Korrimutattionsreqeln 3 Def: |:+ _ |:X N ||:y

L = ik . o

@ [L.G] =in3e L [ =0 -iL,

|5 =0

Eigenwertproblem. ~ Sei: |¢/) mit L |¢) = Al¢), L*|¢) = Bl¢), und (g|g)=1
Moglich wegen (2) und es gilt: AUOR, [=0

Aus Kommutationregeln folgt:

(B)I:z Er ‘ﬂ> = (Aih) Ei ‘ﬂ> Mit ansatz: f= #1(1+1) | = 0
@ CL|y) = B Ly) A = hm
5) Aus |L|)| > 0 folgt: 52 A(A+h) folgt aus 6) |m < |




Konseqguenzen. Sei | gegeben. Maximal (Minimal) Eigenwert von Lz ist hl (_hl)

L.lg) = nlfe)

Sei: R
Lz\w-. = —nlly_) L @, ) =nl(+D)|y,,)

a LL |g) = ¢,) muss L, |g )= 0

aLl,L |g.) = @_) muss L|g_ )= 0
L |¢,) = #(-1) L_|g,) L2L_|¢,) = r?2 11 +1)L_|¢,)
LL 2y = n(-2) L2y) L0 2|g,) = n2 10+ L 2%y,
LLMw) = al-n) Ly) L2L gy ) = a2 11+ L " |gy)
Sei -1 +1> I-n>-1 => L. L"|g,) = 0 sodas L"|¢,)0y,)
=> | -n=-1 => 2l=n, n N

| = 0,1,2,3,4,5,6,7.... Ganzzahlig

| = %%%72 ...... Halbzahlig.




Notation:

Eigenzustande von L* und L, werden wir durch ‘I,m> bezeichnen.

L2[l,m) = 2 +D[I,m), L,[I,m)= zm|l,m)

d,m[l'm%=4,0,, 1=0123- ,1=1/2,3/2,5/2. m<]|

[,1"™"m,m'

L |I,m) = /il +1)—m(m+ 1)l ,m+ 2

L_|l,m) = a1 +1)-m(m-1)[I,m- D




Ortsraum Darstellung von |l.m> und L

X =r(sin(@)cosp ),sing )sirg ),cos(

Zusammenfassung 19.6

d 10 1 d
t 3. T€o —7 T8 —
or r 00 sin(@)d¢

] =e

0 X 0 X

_ ox
or

° " a4/ |og

0 X B ax/ 0 X

- ee -

or 00 00
_h _

L=XxP == xx0=" |e, e@_1 0
| 00 sin(®) 0¢

0

I:Z:—h{ _1 0 (sin(@) d )+ : L 0° }
sin(®@) 00 00 ) sin@Y 0¢°

Gesucht:

Y. (6,8)= (6,4]l,m) mit:
L, Y,.(6,8) = hmY,.(6,4)
L2Y, (6,4) = hA(1+1)Y,, (6.9)




Y, (6,4)= (6,4]1,m)= \/ A+1 =AM D! gymimirzgmp (cos@ )

47 (1+|m|)!
Kugelflachenfunktionen

d m
B m(x) =1~ G M— B, (x) Assoziiertem Legendre Polynome

Xm
|
B,(X) = 2|1| ! C?XI (x> -1) Legendre Polynome
1=0,1,2,3.... m=—-| ++ 1,.1,

Eigenschaften: . r___:I/sz__\
1) Orthonorma [dg[dOsin@) Y, ©.8) Vi ©.6) = 8,50
2) Vollsténdiqg o |

0f:S-C f(©,8) =) > a.Y.(0¢) mita,=[dQY, (©.4) f©.4)

3) Y -m(®.9) = (=1)"Y,, (©.¢)
4) Eigenfunktion der Paritat %ayl,m ©.,0)= Y, 1-0.,9+m)= (- 1) Y. ©9)

Operator




Beispiele

Y28, &)

|=0: s-orbital (sharp)

Y8, &)

Y, , = \/*% cos@), Y,, -% sin@
Yeo ﬁn (8cos' €)= 1) ¥z, = -% sing ) co] ¢*
Yz.zzgsinz(meiw

|=1:p-orbital (principle)

VLo, &)

IF-{E' -:FJ‘.II

Y208, &)

| V5 (8, cﬁﬂ

4

2:.d-orbital (difuse)

VGO

|=3:f-orbital (fundamental)




Zentral Potential, Gebundene Zustande.

|52
2m

q =

+ V(X) , mit V(X)=V(|x])

Symmetrien: H (RP,RX) = H (P,X) mit RO SO (3)

Konseguenz: [I—AI I:}: O (siehe Ubungsblatt8). — H & [2, |:Z kommutieren

miteinander. Stationare zustadnde konnen gleichzeitig Eigenzustanden von L 2und L, sein.

Im Kugelkoordinaten ist:

2 2 ~ 2
H = _ 62+36_+ L2+V(x) : X X
2m\ or r or 2mr

I
O

Ansatz: so dass:

v = v 0.9)

h? 0° hzl(l+1) Radi
— + + V (r u(r) = E ul(r adiale Schr. Gl.
( 2m or 2 2mr 2 ()j (r) (r)




Gebundene Zustande.

Wellenfunktion ist Normierbar: 1) ‘u(r)‘<C/\/F r- o 2) ‘l//(x)‘ <o = Uu(0)=0

. . A +1)) (1 +1) .
Far, lim.__ V(r)=0 und lim |V ()+——— |=lim ,——— ist
r— ( ) HO( ( ) Zmrz ] -0 2mr2

lim, ou(r) Olim,_,r™ und lim,_, u(r) O lim _e™, «=.2mE /n
E<O

K :Inverse Lange Skala: O = KT st dimensions- los und radiale Wellenfunktion lautet:

2 2

02 1(1+1) _V(p/K) _ _
(ap + 5 + |E| 1}u(p/K)—O




Wasserstoff Atom

X., Ladung -|e/, Massem,
9
X, Ladung Z|e| , MasseM ,
Im CM System st (KI) Relativer Impuls Relativer Ort  Reduziert Masse.
=5 Ze’ M,P.-mP M., m
Hoyy = — - , Pz —f e e K XxX=X_-X,,M= e
2m | M, +m, M, +m,
OM_(Korrespondenzprinzip) :
- pP? Ze? u(r
H., = - Ansatz: ¢/(x) = ( )Y (6,9)

2m x|

Radiale Schrodinger Gleichuna:

2

2
( : z ¥ el _1j u(p) =0 ansatz: 0(p) = p e ’w(p)
0p P P

Ze’ 8
= J2m[E| /7, p":K\ET C p=kr,d(p)=u(o k)




Einsetzen ergibt:

[p O 2(+1-p) 2 4 (p,- 2 2)]w<p) = 0
0p 0p

5 2k+1+1)-p,
“(k+1)(k + 2l + 2)

Ansatz: W(p) = Z a, p" = Q=
k=0

=>Fir k - o ist a,/a 0 2/k sodass a O 2° K- 1)! undwd Pe* g - o

Damitist G(p)= p' e Pw(p) O e*” , p - o  unddie Wellenfunktion ist

nicht Normierbar !

Damit ist die reihe abgebrochen und

Losung: U N=k sodass N +l+ Hp, = die Normierbarkeit vorhanden.

2 .4
= E = - mZ-e n= N+|+1 n: Hauptquantenzahl.

" 2h%n?




1) Quantisierung der Energie kommt durch Normierungsbedingung der Wellenfunktion.

Bem.
2) N=n-1-1>0  Furgegebenesn ist [|=0,1,2;-- nh—1
n-1
3) Entartung der Energieniveau. (21 +1) = n°?
=0
4) Lange Skala: K, = éh = na a= i [10.5 Angstrorr  a: Bohrsche Radius
. n zm‘En‘ Z ] rmz
5)
e/ Kontinuum
ZZ me4 me4 :J,j:h:’;: = .d: = lp —=—4d —=—4f
E,=-—— - =Ry =13.6V ’ P
n° 2h 2h -4 T 25 2p
Optische Ubergange Al = *1
-l Is
=0 = =2 =3

0y (6.6) = RO ,6.0)

Ynim(X) =

6) Gesamte Wellenfunktion ist:




Radiale Wellenfunktionen. R, ()
n=1 n=2

2 0.8 — L-Shell, s-Orbital (n=2, I=0)
o o — L-Shell, p-Orbital (n=2, 1=1)
% |— K-Shell, s-Orbital (n=1,1=0)] | % 0.6 3/2 \2r/2a
2 | 2 IR ,=2(Z/2a) " (1-zr /2a)e
o = 2(2/8)3/2 e oria 204 | 3/2 \-zr/2
. _ -Zr/2a
= | 2 IR _(1/J§)(Z/2a) Zr /a)e
— —=0.2F N
;_5 7 "5
& S
0 10 20 — 30 40 0 20 30 40
T/a
n=3
0.4 ' ' | 3/2 2.2
o - R, =2 z 1- 27r N 22°r o732
% 0.3 — M-Shell, s-Orbital (n=3, 1=0)| | © 3a 3a 27a°
= — M-Shell, p-Orbital (n=3, 1=1)| 7 3/2
502 M-Shell, d-Orbital (n=3,1=2)] _ _4J2( z 7Zr yA G
: R Y P S
— 01_
= 3/2 2
‘E‘ R3 _ 2\/§ ( Z j (er e—Zr/3a
—~ — =
0Or m ,2
\></// | 27/5\ 3a a

0 10 20 30 40




Magnetisches Moment (Klassisch).

0 j(xt)=¢ Y(t) 5(3)(x—Y('[)), m= 2—];: jde’x X Xj(x,t) = Z_C:C

m: magnetisches Moment

Im Magnetfeld, B F=0O(meB)=-0U, U =—m-<B

QM: Teilchen im EM Feld.

(Coulomb Eichung)

H = i[ls—ﬂA(f()j + q@(X), B=0xA(x)=(0,0,B) => A(X)=—£X><B
2m C 2
A |,:\’2 g ~ C|2 2 7,2 2
H= — + X) — —BeL + B°(x°+
2m a ¢(x) 2mc 8mc? ( y)

Fir Wasserstoff Atom ist: <|:Z> = n, <x2 + y2> ~a’, g=-e, >0

c . 2
Diamagnetis® ~ ﬁa_ =10 B (in Gauss Diamagnetisches Term

Paramagnetidt 4c 7 Ist vernachlassigbar.

L




Zeeman Effekt. (Atom im Magnetfeld)

Unter Vernachlassigung des diamagnetischen Term koénnen wir der Hamilton Operator
des Wasserstoffs Atom schreiben als:

~ p2 Ze’ e ~ u_, (r)
H= —- — + —BL Eigenzustande: x) = Y (6,
2m ‘X‘ 2mC z wn,l,m( ) I,m( ¢)
Z eB Z eh
iec En="Ry— +—mm =-Ry— +u,Bm, =—
Energie: nm Ry 2 e Ry " Hg Hg S
Mg 1 Bohrsche Magneton. Mg =9.274 009 49(80) x 10 J'T  Si(
Uy =9.274 009 49(80) x T erg’'G (c
=> |m Magnetfeld ist die Entartung teilweise aufgehoben.
Aufspaltung der Energieniveaus
m . .. .
5 ist klein im Vergleich zur
i}, tusB Ursprungliche Abstand.
=2 n=3. -
gIommmmms -_ 0
o ~1
5 4B = 4Ry x 10°B (In Gauss




Die Anderung der Energie der Atomniveaus im Magnetfeld bedeutet dass, die Zustande
ein magnetisches Moment besitzen.

Moo= - 9oH _ e
0B 2mc h

|

1
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|




