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DDQMC-Algorithmus

Vorgeschlagen 2005 von A. Rubtsov et al. in Phys. Rev. B 72, 035122.
Storstellenmethode

Einfache und elegante Methode

Effizient, bei bestimmten Problemen kann das Vorzeichenproblem
eliminiert werden

Flexibel, direkte Messung in Matsubarafrequenzen méglich
o Continuous time: Kein systematischer Fehler
@ Zwei Formulierungen:

o Entwicklung in der Wechselwirkung: Phys. Rev. B 72, 035122 (2005)
o Entwicklung in der Hybridisierung: Phys. Rev. Lett. 97, 076405 (2006)
Philipp Werner et al.
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Allgemeines Storstellenproblem

- N 1 . 1
He== 3 ] coGortd U <”i,T - 2) <”i,1 - 2> = Ho+Hy. (1)

ij,o.0"

Mit den fermionischen Erzeugungsoperatoren c,.TU auf einem

verallgemeinerten Gitterplatz /.
Zur Minimierung des Vorzeichenproblems schreiben wir den

wechselwirkenden Anteil des Hamiltonians als:
U: A N .
Ho =25 > (P —ad) (i = o) + const. (2)
i si=+1

mit 1
Oz‘{I = 5 + (TSJ‘5 (3)
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Zustandssumme

B B
- {dTHO(T)JrHU(T) — [dTHy(7)

Z="Tr|Te =2Zy(Te © )0 (4)

mit dem thermodynamischen Mittelwert des freien Systems:

(A(T))g = zlo Tr [Texp (_ /O ’ dTHO(T)> A(T)] | (5)

Damit haben wir folgende Entwicklung der Zustandssumme:

B Tnh—1
Z =~
Z():;(_l) !...!dTl...dT,,<THu(Tl)...Hu(Tn)>0‘ (6)
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Zustandssumme

Wir setzen Hy(7) ein

15} Th—1
Z /dTl /dTn Z Z
n=0 0 11 S1 ’n75n (7)
U,1 U

(T (Aig(r1) — o) - (i1 (7a) = o) o
Definiere Vertizes v; = [7}, ij, ;] und eine Konfiguration von n Vertizes

Co = {[m1, i1, s1], [12, i2, %), - - -, [Ty iy S }- (8)
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Formulierung als Determinante

(T (ﬁ,—lﬁ(n) - a%) . (h,-ml(Tn) - af) )o ist eine n-Teilchen
Green-Funktion des nichtwechselwirkenden Systems. Das Wick-Theorem
ist giiltig und liefert:

< T (f'l,'17T(T1) — Oé%) . (ﬁ,‘ml(Tn) — Oéf) >O = det AC,,- (9)
0, s 0,
GI1 ,TlT(Tl, 1) — oz% i ILIT(Tl, 1) e G,,, ,llT(T,,, 1)
0, 0,
,1 " (7'1,71) G,1 ,lll(Tl,Tl) — ozl .. G,m,lll(T,,,Tl)
Ac, =
0 0 9
G,1 ,”(7'1, Tn) G,1 ,lnl(ﬁ, Tn) e G,n f"l (7',,, Tn) — oz’f

(10)
mit GO (11, 72) = ( Te] (m1) .00 (72) )

David Luitz (Uni Wiirzburg)

BCS-Anderson Modell mit DDQMC

13. Mai 2008 7 /29



Formulierung als Determinante

Damit kénnen wir nun die Summen und Integrale in Gleichung (7) als
Summation iiber alle Konfiugrationen C,, von Vertizes auffassen:

ZZO -y <_;> (U ... Uy)detAc,. (11)

Cn
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Von der Zustandssumme zur Monte Carlo Simulation

Eine analoge Uberlegung fiir thermodynamische Erwartungswerte liefert:

> (=3)" (Uy ... Uy,) det Ac, ({O(7)))c,

Cn
(o) = S (=57 (Uy .. U,) det A, (12)

n

mit
0= S e ”
Wir haben also folgenden statistischen Mittelwert:
S WO,
(0(r)) = SWie) (14)
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Von der Zustandssumme zur Monte Carlo Simulation

Unser Ziel ist es daher, eine Markov-Kette von Konfigurationen C, so zu
erzeugen, dass jede Konfiguration mit dem statistischen Gewicht W(C,)
auftritt. Dazu verwenden wir den Metropolis-Algorithmus:

e Hinzufiigen des Vertex [Theu, ineus Sneu):

. U, .ONdetAc
P . — o neu n+1 . 1
Co—=Caia m'"( (n+1)detAc, > (15)
e Entfernen des Vertex [7x, ik, Sk
ndet Ac
Pc,.c,,=min{—————"1 1 1
Cr— G m'"< U, AN detAc,’ > (16)

Fiir jede so erzeugte Konfiguration muss jetzt lediglich ((O(7)))c,
berechnet und aufsummiert werden.
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Mittlere Ordnung

Verteilung der Stérungsordnung

o Mittlere Ordnung 0.07 ‘ :
P(n) ———
kann berechnet 006 | (n)
werden: ' T
2 005 - 1 (ny=23.03 |
00 ¥ | . B=50U=1
= V=05A=02
S 004 | g
- [[ar ), 2
e 003 1
0 5
£ 002+t 1
o Konsistenztest mit .
Doppeltbesetzung '
. . 0 L L L !
moglich 0 10 20 30 40 50 60
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Vorzeichenproblem

Bisher wurde angenommen, dass die statistischen Gewichte W(C,) positiv
sind. Das ist aber im Allgemeinen nicht der Fall!
e Einfiihrung eines Vorzeichens s = sgn W(C,) (oder: komplexe Phase)

o |W(GC,)| wird als statistisches Gewicht interpretiert

_ (s0(t))
° (O(7)) = (s)
@ Durch geschickte Wahl der af im wechselwirkenden Hamiltonian Hy
kann das Vorzeichenproblem fiir das 1D-Hubbard Modell und das

Anderson-Modell vermieden werden.

@ Wir wollen das Vorzeichenproblem deshalb hier vernachlassigen.
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Messung von Green-Funktionen

Wir berechnen fiir jede Konfiguration C, den Beitrag zu
GJU (r,7') = <TCT (1) o0 (7")) (Wick-Theorem):

det M%7, (7, 7')

f i1t ! = CndJ’!
<<ch,0'(7-)cj Noa (T )>>Cn det AC,,

Mit Sherman-Morrison kann die Berechnung der Determinante vermieden
werden:

(17)

(T (TGP e, = 69’-“’@ 7)

(18)
- Z G (T YA s G (o 7s).
r,s=1
Direkt in Matsubara-Frequenzen:
2n
(G (wm)) 6 = G (iwn)= 3 GO (e, TG s GO (i)
r,s=1
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Messung hoherer Green-Funktionen

@ Die Messung hoherer Green-Funktionen kann auf die Messung von
Einteilchen-Green-Funktionen zuriickgefiihrt werden

@ Wick-Theorem in jeder Konfiguration giiltig (Beweis: Diplomarbeit):

(Tc) L () g ().l ()i on (T))) 6, =

(T () (e, - (T, ()gon(Th))c,
= det : :
(Te)  (Tm)o (T e, - (Tl (Tm)eon (Th)))c,
(20)
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Experimentelles Setup

A\ @ nature 442(667) van Dam et al.

_ @ Cleuziou,Wernsdorfer et al:
W A Nanotube QD
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Das BCS-Anderson-Modell

Quantenpunkt in supraleitender Umgebung:

R
H= Z FIO,a + f:/d + I:IV (21)
a=L
mit
F/O,a = Z (G(k) — ,u) Elyg,a(":k’o,a — Z (‘A| eld)aéiﬁ,aeik,lﬂ + hC)
k,o P
(22)
/ dtd 1 1 ~t 1
Hd:Z(ed_/‘L) Uda'“‘U T T_§ dldl_i (23)
- v &
HV - TN Z (El]:,o,adff + dack,a,a> (24)
N a=L o,k

Kanonische Transformation df —dy, cl’l’a = C_k|a
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Freie Green-Funktion

Nambu Schreibweise d = (d{r7 df) und cLa = (c;ima, CLL,a):

Ho=>" ¢} Ea(k)ci +dieqd 7 Z (¢l aozd +dlo.cha) . (25)
k,a

Hierbei wurden die Matrizen E,(k), €4 und o eingefiihrt, mit:

. {k — \A]eid’“ _ fd 0 . 1 0
Eoz(k) - <_ ‘A|e_i¢°‘ _gk > ,€d = (0 _€d> y Oz = <0 _1>

(26)
Resolvente —iw,G%(iw,) — hT GO(iw,) = 1 liefert:
, -1
vV -1
0 . o o . v . T
Goyliwn) = [(—iwnl — €q) + N zl;az (/wnl + Ea(k)> o
@,
(27)
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Messung des Josephson-Stromes

Bei endlichen Phasendifferenzen ¢; — ¢r zwischen dem linken und dem
rechten Supraleiter flieBt ein Josephson-Strom durch den Quantenpunkt.

o = 7S (el = i) (28)
k,o
Fiir den Erwartungswert gilt:
Un) = —2\% Sla(elr=0)+s(cle=0)]. @)
k

wir miissen also lediglich die iiber kK summierte Green-Funktion
>« Gf 4(7 =0) messen.

David Luitz (Uni Wiirzburg) BCS-Anderson Modell mit DDQMC 13. Mai 2008 18 /29



Effektive Modelle: A/W — oo

@ Wirkung des Storstellenproblems nach Ausintegration des Bades:

B 8
Seff = Sc + /dT/dT’ Zwi(T) <G&},d(7', Tl))zu/ (7)) (30)
0 0

v,V

@ Wir suchen einen effektiven Hamiltonian, der im Limes A/W — oo
diese Wirkung reproduziert.

@ Studium des Verhaltens von Gabd(T, 7') im Limes A/W — o
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Effektive Modelle: A/W — oo

Effektiver Hamiltonian fir A/W — oc:

Hefr = Ho + Hy (31)
mit
Ho=-V (cTaZd + dTazc) + cTEooc, (32)

Insgesamt:

Heff =-V (ngT + d;q - dECl — Clrdl) - A (C;Cl + CICT> —
(33)
o dTd — (gt t 1

) deledl_E(deT_dldl)_’_Z .

o Go 44(7,7') des effektiven Modells stimmt mit Gg 44(7, 7’) des
BCS-Anderson-Modells iiberein.

o Numerische Bestimmung von Gg 4q(7, 7')
@ Bestimmung von A(w) mit stochastischer Maximum Entropy Methode
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Effektive Modelle: A — oco, W — oo

Im Limes A — 0o, W — oo geht das BCS-Anderson-Modell iiber in
folgendes effektives Modell (J. Phys.: Condens. Matter 19 (2007) 486211)

@ Berechnung diverser GroBen in der Lehmann-Darstellung moglich.
o S(w): 6-Peak bei w =0

o A(w): 4 Peaks bei w =Y £T

o N(w): 2 Peaks bei w = +2I'
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Josephson Strom fiir unterschiedliche Werte von A Josephson Strom fiir unterschiedliche Werte von A

0.009 — = . 0.02 . . . .
L 7= =LV=05pu=0c= ] B=50, U=1,V=051u=0¢c=0
0.008 A =010 —— 0.015 | p="ed
0.007 - £ A=009 =
e A =008 e L
0.005 - < ﬁzﬁof ] 0.005 |- e
= 0.004 | 7 A\ =0.0 o | = . A
0003 | /- ° 1 L .
- e, »
0.002 | G | -0.005 |- e . B
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0 o o o = ° o o . ° —_
! \ ! ! \ G 0,015 . . : . . .
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0-Junction Mechanismus
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Josephson Strom

Josephson Strom fiir unterschiedliche Werte von A Doppeltbesetzung des Quantenpunktes im Bereich des 7-Shifts
0.002 0.16 —— T T T T T T T T
0 0.15 }
-0.002 0.14 A
-0.004 o3} ﬁ
-0.006 5 012f soeeA
< -0.008 < o1l .o..A
-0.01 S | R
T o1t N
-0.012 : —A
-0.014 0.09 - ey
-0.016 0.08 | e
B=50,U=1, V=05 =0, e
-0.018 . h | . 0.07 . . . . . . . . .

0 05 1 15 2
[

7 Junction Mechanismus
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Suszeptibilitaten

Ladungssuszeptibilitat x. in Abhingigkeit von A
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< 06t . ]
Loosf . |
:i +
T 04 N B
= .
= 03} B
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Dynamische GréBen

Dynamischer Spinstrukturfaktor S(w)

S(w)

Tk ~ 0.06

e >gnd g > v
o e T
wivh oo o
SSoanS

Cooo00o

Co
oo

Spektralfunktion

A(w)

U=1V=05 =0 e=10 4=100

3 =100,
3 =100,
B =50,
3 = 50,
3 = 25,
3 =025,

P

>D>>>>>>
prooooo]

BCS-Anderson Modell mit DDQMC

4 Regimes

@ Kondo-Regime
A=~0...0.02

@ Andreev-Regime
A ~0.05...0.1
@ Doublett-Regime 1
A ~0.1...0.5 Vergleich
mit A — oo und W — oo
@ Doublett-Regime 2
Vergleich mit A/W — oo
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Ladungsstrukturfaktor

Dynamischer Ladungsstrukturfaktor N(w)
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Effektive Modelle

Vergleich der numerischen Ladungskorrelationsfunktion Vergleich der numerischen Ladungskorrelationsfunktion mit der
mit der analytischen Niherung im Limes A — oo analytischen Naherung fiir A/W — oo

0.1

$=25"U=1 V=05
1 [n=0¢e=0

B=250U=1,V=05u=0,e=0

0.01

g rdrdrd >4

LI U [ 1
PO R ANN
cooooooo

0.1
— 0001
T o0l =
o0 S le0s
Mt -
Heogee
le-04 | Hoste **,*““ﬂ“* le-05
T
‘ SRR 1e-06
0 2 4 6 8 10 12 0 2 4 6 8 10 12
T T

Vergleich der numerischen Spektralfunktion mit der analytischen
Naherung fir A/W — oo

1o $=25U=1,V=057=0,eq=0 A=20 ——
; A=20 -
8 A=40 ——
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A=60 —
—~ 6r A=60 - 1
3 A=80 ——
< 40 A =80 i
2L 4
0
0 0.8 1

w
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Zusammenfassung

DDQMC ist eine geeignete Methode zur Untersuchung des
Josephson-Stromes durch einen Kondo Quantenpunkt

m-Phasenverschiebung des Josephson-Stroms

Traditionelle Erklarung der w-Phasenverschiebung bestatigt
Messung dynamischer GroBen

Gute Ubereinstimmung der effektiven Modelle mit der Simulation

Genaueres Studium des Ladungsstrukturfaktors ndtig
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Danke fiir die Aufmerksamkeit!
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