Ubungen zur Einfiithrung in die Physik II (Nebenfach)

SS 2007 5. Ubung (Musterlésung) 04./06.06.2007

Aufgabe 24: Kondensatorentladung

Ein mit Glimmer (&, = 8) gefiillter Plattenkondensator mit der Fliche A=16 cm? und einem
Plattenabstand d = 25 ym entladt sich wegen der Leitfdhigkeit des Dielektrikums. Nach 70 s
ist die Ladung des Kondensators auf 1/e abgesunken.
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Beachte: die Stromflussrichtung kehrt sich um beim Laden und Entladen!

a) Erstellen Sie ein Ersatzschaltbild fiir die Kondensatoraufladung, leiten Sie damit die
Differentialgleichungen fiir Q(¢), U(t) und I(t) ab und geben Sie die
Anfangsbedingungen an.

Betrachte die Spannungen im Kreis (Maschenregel)

Es treten 3 Spannungen (U, U, Uc) auf, zu beachten sind die unterschiedlichen
Orientierungen bzgl. des gewé&hlten Umlaufsinn, d.h. Ur und Uc sind positiv, U ist
negativ!

—  U+U,+U. =0 U<0'1) (1)

Ur und Uc lassen sich mit Hilfe der Bauteile, tiber denen sie abfallen, folgendermafien
ausdriicken:

U (t)=R-1(t)

—

U % Ur>0=>1>01) (2



Damit ergibt sich in (1) eingesetzt:
— U+R~I(t)+%=0 3)
Mit der Definition des elektrischen Stroms als Anderung der Ladung pro Zeit:
do(t)
10 =220 g @
t
erhilt man die Differentialgleichung fiir die Ladung Q durch Einsetzen in (3):

— U+R-Q(t)+%:0 (U<0") (5)

Da der Kondensator am Anfang ungeladen ist, ergibt sich als Anfangsbedingung:
-  Q0)=Q =0 6)
Aus der Differentialgleichung fiir Q gewinnt man durch Ableiten nach der Zeit:

d sy, QM) )

14 )

d . . 1.
R-EQ(tHC dtQ(t)= R-Q(T)+EQ(t)=0

Und mit Gleichung (4) erhilt man die Differentialgleichung fiir den Strom I:

. 1)
— R+ - =0 (8)

Die Anfangsbedingung erhilt man aus der Uberlegung, welcher Strom direkt im
Augenblick des Ladebeginns flief3t. Hier ist der Kondensator noch vollig ungeladen
(Uc(0)=0), d.h. mit Gleichungen (1) und (2) gilt:

U+U;(0)+0=0
— U+R-1(0)=0 (U<0=>1>0") 9)

~U
I(O): IO :?




Um eine Beziehung fiir Uc aufzustellen, formt man zundchst Gleichungen (1), (2) und
(4) folgendermafien um (alternativ kann man auch (2) in (3) einsetzen):

U+Ug(t)+U(t)=0
— U+R-I({t)+U,(t)=0 (10)
U +R-%Q(t)+uc(t)=0

Nochmalige Anwendung der Beziehung in Gleichung (2) liefert dann die gesuchte
Differentialgleichung fiir die Spannung Uc:

U+ R-%(C U (t)+U () =0
d
dt
U+RC-U.(t)+U.(t)=0

—  U+RC-—(U.(1))+U.(t) =0 (U<0'1) (11)

Die Anfangsbedingung erhédlt man aus den Gleichungen (2) und (6):

Uc(o) =ﬂ
C (12)
Uc(o) :Uc,o =0

b) Stellen Sie jetzt die Differentialgleichungen fiir die Entladung auf (mit Ersatzschaltbild!)
einschliefilich Anfangsbedingungen.

Der Entladefall unterscheidet sich vom Ladefall dadurch, dass die Spannungsquelle
nicht mehr im Kreis enthalten ist.

Als Erstes wendet man auch hier wieder die Maschenregel an:

—  Ug+U. =0 (Ur<0'1) (13)

Analog zu den Gleichungen (5), (8) und (11) kann man damit die drei
Differentialgleichungen herleiten:

: 1
Q(t)+EQ(t) =0

o1
- O+ 10=0 (14)

: 1
Uc(t)+EUc(t)=0




Die Anfangsbedingung fiir Uc ergibt sich aus der Spannung, mit der der Kondensator
zuvor aufgeladen wurde. Er wurde solange aufgeladen, bis seine Spannung Uc die
Spannung U der Spannungsquelle kompensiert:

- U.(0) = Uco=-U (U<0=>Ucp>0") (15)

Die Anfangsbedingung fiir I ergibt sich auf Gleichungen (2), (13) und (15):

|(t):UR(t) — _Uc(t)

R R
— (U<0 =>p<0!) (16)
_Uc,o U
1O =1, =— =12

Anm.: Der Strom fliefst beim Entladen nattirlich entgegengesetzt zum Ladevorgang!
Die Anfangsbedingung fiir Q ldsst sich mit (2) und (15) angeben:

— Q0)=Q,=C-U.,,=-C-U (U<0=>Qu>0") (17)

c) Geben Sie die Losungen der Gleichungen aus Teil b) an.

Die Losung fiir eine Differentialgleichung des Typs X+C-x =0 mit der
Anfangsbedingung x(0) = x, lautet:

— X(t) = X, -e™“" (18)

Daraus folgen die drei Losungen fiir die Differentialgleichungen aus (13) mit den
Anfangsbedingungen aus (14), (15) und (16):

ot
Qt)=-C-U-eFe
. U<0=0>0

— I(t):UE-eRC U<0=1<0 (19)
—_— U<0=U.>0

t

Uc()=-U-eFre

d) Wie grofs ist die Kapazitit, der Widerstand und der spezifische elektrische Widerstand der
Anordnung?

Die Kapazitit eines Plattenkondensators ldsst sich nach folgender Formel berechnen:

—~ C= gogrEA ~ 4.5nF (20)




Aus der Kenntnis, dass die Kondensatorladung nach 70s auf 1/e der urspriinglichen
Ladung abgefallen ist, ergibt sich mit Gleichung (13) fur Q:

~ QuOo9=q,e*=1q-qe @)

Und daraus lasst sich mit Gleichung (19) durch Vergleich der Exponenten der
Widerstand berechnen:

08

g RC =g
S ;—OCS _1 22)
70s

R=—%156-10Q
C

Der spezifische elektrische Widerstand der Anordnung ergibt sich dann zu:

R= p%
— R.A (23)
pP= T ~ 9,9810ﬂQm

e) Wie lange dauert es, bis sich der Kondensator zur Hélfte entladen hat?

Diesmal ist die Zeit gesucht, nach der die Ladung auf %2 der urspriinglichen Ladung
abgefallen ist. Damit ergibt sich aus Gleichung (13):

Y
~  Q)-QeT =20 29

Mit RC=70s aus Gleichung (21) erhélt man fiir die Halbwertszeit:

t
%
g7 _ 1
2
ty 1
— -2 =InZ=-In2 (25)
70s 2

t,, =70s-In2=485s
%
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